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Breve introducao ao Software R

Antes de darmos inicio ao estudo da Geo-estatistica, iremos fazer uma breve
introducdo a programacdo em R. O R é uma linguagem de programacido e
também um ambiente de desenvolvimento integrado para calculos estatisticos
e graficos.

Esta linguagem foi originalmente criada por Ross |haka e por Robert Gentleman
no departamento de Estatistica da universidade de Auckland, Nova Zelandia,
e foi desenvolvido em um esforco colaborativo de pessoas em varios locais do
mundo.

A linguagem R é largamente usada entre estatisticos e analistas de dados para
desenvolver software de estatistica e andlise de dados. Pesquisas e levanta-
mentos com profissionais da area mostram que a popularidade do R aumentou
substancialmente nos Gltimos anos. Importa referir que o R é um software
gratis, disponivel na internet para qualquer um.

Fundamentos de Geo-estatistica, 2018 Rachid Muleia & Mauro Langa 3



Porque usar o R

@ Custo zero, isto é o software é gratis

@ Contém implementacdes de métodos avancados, que ndo sdo facilmente
encontrados em outros programas estatisticos

@ Capacidade de producdo de graficos de alta qualidade.
@ Possibilidade de criar e compartilhar pacotes

o E amplamente utilizado n3o apenas na academia, mas em empresas como
Google, New York Times, Pfizer, Bank of America, Merck, InterContinental
Hotels Group, Shell, etc.
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Instalando o R

Para instalar o R basta aceder a pagina web https://cran.r-project.org/bin/
windows/base/R-3.3.2-win.exe. Esta vers3o é apenas para windows.

Ou va a pagina https://www.r-project.org/ e baixe a versdo que for compativel
ao seu computador.

Apbs instalar o R podemos inicializar programa fazem um duplo "click” no icon
visivel no desktop.

Caso este ndo esteja visivel no desktop, podemos procurar no startmenu.
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Foco do R para esta disciplina

N3o vamos ver a programacao ao fundo, mas apenas vamos aprender alguns
topicos basicos para nos auxiliarem nas nossas analises ao longo desta disciplina.

A aprendizagem sobre o software vai se focalizar na importacao de dados que
esteja armazenados em diferentes formatos, tais como, .csv, .txt.... O
R também pode aceder a bases de dados relacionais(onde a informagdo estd
armazenada em tabelas, e tais tabelas est3o relacionadas através de chaves
primarias, tal como é o caso de bases de dados desenhadas em SQL).

Além de importar dados, o R pode servir como uma calculadora cientifica, isto é,
pode-se fazer operacdes aritméticas basicas. A parte a operacoes aritiméticas,
o R é uma linguagem de programacao virada para andlises estatistica, o que
significa que pode-se muito bem calcular as medidas de posicdo, de central, de
dispersdo e muito mais.
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Introducao a Geo-estatistica

y

A geoestatistica tem por objecto a caracterizacao da dispersao espacial e espacio-
temporal das grandezas que definem a quantidade e a qualidade de recursos
naturais, tais como florestas, recursos geoldgicos, hidrolégicos, etc.

A geoestatistica nasceu da necessidade da modelizacao de recursos geoldgicos-
caracterizacdo da dispersao espacial da concentracdo de metais em jazigos por
volta da década da 50.

Os primeiros passos foram dados por na Africa do Sul por D.G. Krige e H.S.
Sichel, engenheiros de minas. Krige observou que podia melhorar as estimativas
da concentracdao de minérios em blocos, se levasse em conta a concentracao
em blocos vizinhos ( indicativo de que a geo-estatistica lida com observacdes
correlacionadas no espa¢o)
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Introducao a Geo-estatistica- Definicao

Pode-se definir a geoestatistica como sendo um ramo da estatistica dedicada a
caracterizacdo de fendmenos espaciais e temporais. Esta é muito Gtil quando
se tenta interpolar dados dispersos de observacdes de campo STEPPE(2016).

A geoestatistica é um subconjunto de estatisticas especializadas em analise e
interpretacao de dados geograficamente referenciados. Em outras palavras, a
geoestatistica compreende técnicas estatisticas que s3o ajustadas aos dados
espaciais (Hengl, 2007)
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Porqué a geoestatistica

A geoestatistica é importante para modelizar/perceber a variabilidade espacial,
bem como para quantifica-la. S3o poucos os fenémenos/ ou grandezas que
ndo variam ao longo do espaco (ex: gravidade, abundincia de oxigénio). Maior
parte das grandezas variam ao longo do espaco, por exemplo: a precipitacdo, a
vegetacao, densidade populacional, etc.

A estatistica classica assume que as observacoes s3o independentes, enquanto
que maior parte de dados geo-referenciados apresentam dependéncia espa-
cial, com a premissa de que observacdes mais préximas apresentam maior de-
pendéncia e observacdes mais afastadas apresentam menor dependéncia espacial
(Yost, 1982). Ignorar este comportamento pode ser prejudicial, pois pode nos
levar a conclusdes falsas ou inconsequentes. A geo-estatistica apresenta ferra-
mentas e técnicas para modelizar tal dependéncia espacial.
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Tipo de dados em analise espacial

Dados geo-estatisticos (superficies continuas )

Seja s € R? uma localizacdo genéria num espaco euclidiano de dimens3o d
e seja {Z(s) : s € RY} funcdo aleatéria espacial, Z denota o atributo de

interesse.

1. Z(s) pode ser observado em qualquer ponto do dominio (continuo);

2. Todos os pontos no dominio D sdo ndo-estocastico(fixos, o dominio é o
mesmo para todas a realizagdo da fungdo aleatéria espacial)

Ex: Concentracdo carbono nas minas de carvdo de Moatize; Valores de precipitacdao
em uma regido. (dados geoldgicos, climatolégicos)

Em suma, podemos dizer que neste tipo de dados, espera-se que estes estejam

distribuidos de forma continua no espaco.
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Normalmente, o processo espacial é observado em alguns pontos de uma regido(domin
e com base nos valores observados, a analise geo-estatistica reproduz o com-
portamento do processo espacial em toda regido de interesse/dominio.
Neste contexto, a geoestatistica tem como objectivo :

@ Prever alguns pontos nao amostrados na regido de interesse;

@ Estimar um valor médio sobre a area de interesse ou para uma
parte desta.
O interesse primordial é a quantificagdo da correlagdo espacial entre as observa¢coes
com base na estimacdo do semivariograma e a posterior usar essa informagao
para atingir os objectivos acima.
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Dados de Area

1. A regido D de interesse é discreta, isto é Z(s) pode ser observado em lo-
cais fixos que podem ser enumerados/indexados. Estes podem ser pontos,
regides, provincias etc.

2. Os locais/pontos em D sdo n3o-estocasticos.

Ex: Taxa de desemprego por provincia; Rendimento agricola por parcela(canteiro);

Dados de ponto padrao

Diferentemente dos dados geoestatisticos e regionais, nos dados de ponto padrao
a regiao de interesse ndo é fixa, mas sim aleatéria. Este tipo de dado surge
quando o interesse reside em estudar/analisar os locais onde os enventos de
interesse ocorrem.

Ex: Localizagdo dos incéndios na Cidade de Maputo; Localizagdo espécies veg-
etais
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Modelos Geoestatisticos

Nos modelos geoestatisticos os dados amostrais sao interpretados como prove-
nientes de um processo aleatério . O facto destes modelos incorporarem in-
certeza na sua conceptualizacdo n3o significa que o fendmeno em si — a flo-
resta, aquifero, o jazigo mineral — tenha resultado de um processo aleatério ,
mas serve somente de base metodoldgica a inferéncia espacial ou estimacao de
grandezas em areas nao amostradas e a quantificacao da incerteza associada
ao estimador (Soares, 2014)
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Modelos Geoestatisticos-Variavel Aleatdria

Um valor localizado espacialmente em ;(denominagdo genérica de um conjunto
de coordenadas geograficas ) é interpretado como uma realizagdo da varivel
aleatéria (v.a) Z(z;). Na regido A, onde se dispersa o conjunto de amostras,
temos as realizacdes de N v.a Z(x1), Z(12), ---, Z(xy) correlacionadas entre
Si.

Para uma v.a pode-se definir dois primeiros momentos:

B =pla) = [ wdFu()= [ ohule)ds (1)
var{ Z()} = [ [~ ula)PdE (2 )

f(z) e F(z) representam as fun¢des densidade de probabilidade e de distribui¢do
de probabilidade
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Para além da média e a variancia, pode-se definir a covariancia entre duas v.a

Z(1) e (Z(12)
C(Z(zm1), Z(x2)) = E{Z(21) Z(22)} — p(z)p(22)
400 400
B Z@)2@)} = [ [ by (e, y)dudy
O coeficiente correlacdo e o variograma s3o respectivamente dado por

C(Z(x), Z(x2))
Vvar{Z(z)) var{ Z(z,)}

1Z(w), Z(w)) = B{[Z(w1) - Z(2)]?} 4)

Em outras palavras pode-se definir o variograma como sendo a variancia das

p(Z(1), Z(w2)) = (3)

primeiras diferengas das v.a: var{Z(a:l) — Z(l’g)}
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Modelos Geoestatisticos-Funcao Aleatéria Estacionaria

O conjunto de variaveis aleatérias Z(z;), i = 1,--- , N, constituem uma fungdo
aleatéria da qual s6 se conhece uma realizagdo z(z;)

Com uma s6 realizacdo de cada v.a é teoricamente impossivel determinar qual-
quer parametro estatistico.

A solugdo consiste em assumir diversos graus de estacionariedade,de tal forma
que a inferéncia de algumas estatistica seja possivel. Assim, pode-se assumir
que todas as varidveis aleatodrias tem a mesma média:

E{Z(n)} = B{Z(w)} = - = E{Z(x)} = E{Z(2)} = p (5)

Desta forma este parametro passa a ser independente da localizac3o.

o Zé\le 7 ()
H=""N
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@ A hipotese de estacionariedade da média é parte integrante e fundamental
do modelo probabilista geoestatistico validade ou refutada na pratica uma
vez que, na realidade, sé existe uma realizacdo da func3o aleatéria

@ Contudo, ela deve ser julgada apropriada, ou ndo, dependendo da homo-
geneidade da amostra na drea A em que a variavel se distribui.

@ A hipotese de estacionariedade da média implica que esta pode ser estimada
pela média aritmética dos valores amostrais.
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Estacionariedade

Visto que o conceito de estacionariedade é fundamental para fazer inferéncias
é importante que este seja definido com "rigor”

De uma forma vaga o conceito de estacionariedade em geoestatistica é sindbnimo
de de homogeneidade da v.a (também conhecida por variavel regionalizada).

A hipétese de estacionariedade implica que as propriedades probabilisticas de
um conjunto de observacdes ndo depende da localizacdo especifica onde as
observacoes foram amostradas, mas apenas depende da sua separacao.
Portanto,em termos matematicos e probabilisticos , a hipétese de estacionar-
iedade refere-se ao comportamento regular dos momentos de uma func¢ao aletéria
sobre uma regido ou intervalo de tempo (constancia dos momentos, isto é n3o
variagdo da média ou da variancia)
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Estacionariedade estrita

@ Em estacionariedade estrita a distribuicao conjunta de probabilidades das
variaveies aleatérias é invariante para qualquer translacao.

@ Um processo geoestatistico {Z(x) : € € D} é considerado estritamente
estacionario se :

F{Z(x1), -+, Z(xp)} = F{Z(x1 + h), -+, Z(z, + h)}

@ Isto significa que o processo ou fendmeno é homogéneo ao longo da regiao.
Assim como, se a média bem como a variacia existirem, estes momentos
nao mudam quando ha uma translacao.
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Estacionariedade de segunda ordem

Um processo ou fendmeno é considerado estacionario no sentido lato ou esta-
cionario de segunda ordem se:

@ Os dois primeiros momentos da distribuicao da funcdo aleatéria estiverem
definidos, nomeadamente a média e a covariancia

@ A média é constante, isto é nao depende da localizacdo

E{Z(z)} = p(x) = p

@ A covariancia para todos pares de v.a Z(x) e Z(x+h) existe e depende ape-
nas de um vector de separa¢do h (distancia e direc¢do), e ndo da localizagdo
especiifica

C{Z(z), Z(xz + h)} = C(h)

@ Se a covariancia existe e é finita, entdo tem-se que C'(0) = Var{Z(x)} =
2
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A hipétese de estacionariedade de segunda ordem pode ser interpretada como
se a variavel regionalizada toma-se valores que flutuam em torno de um valor
constante(média)e que por sua vez a variagdo dessas flutuagdes é a mesma em
todo dominio(varidncia constante)

Sob a hipétese de estacionariedade de segunda ordem, o variograma e o co-
variagrma sao equivalentes:

1(h) = Var{Z(z + h) - Z())

_ ;{Var[Z(az + h)] + Var[Z(z)] — 2C[Z(x + h), Z <w>]}

1 1 2
= 50(0) +5C(0) = SC(h)
— C(0) - C(h)
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@ Observe que se um processo geoestatistico { Z(x) : « € D} for estritamente
estacionario e com média e covariancia definida, é também estacionario de
segunda ordem. O reciproco, geralmente, n3o é valido.

@ Para processos gaussianos, estacionariedade de segunda ordem é equiva-
lente a estacionariedade estrita

@ Um processo geoestattistico pode ser considerado quasi-estacionario se as
respectivas hipéteses de estacionariedade forem validas para uma certa
distancia |h| < d

Fundamentos de Geo-estatistica, 2018 Rachid Muleia & Mauro Langa 22



Estacionariedade intrinseca

A hipétese de estacionariedade de segunda ordem por vezes, pode ser consid-

erada como sendo uma suposicao estrita, pois ela requer que a variancia esteja
definida.

Um fenémeno pode ter uma varificia infinita e ser dificil modeliza-lo usando a
hipdtese de estacionariedade de segunda ordem.

Porém ha casos, em que os incrementos ou diferengas Z(x + h) — Z(x) tem
variancia finita, e por consequéncia s3o estacionario de segunda ordem.

Quando as primeiras diferencas de um processo geoestatistico sao estacionarias
de segunda ordem, este é considerado um processo intrinsecamente estacionario
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Para que uma funcdo aleatéria seja intrinsecamente estacionaria é necessario
que o valor esperado da variavel nao dependa da posicao x:

E{Z(x)} = u para qualquer x (6)

Para além da disso, a variancia dos incrementos/diferengas deve ser finita. Desse
modo, o variogram y(h), que é definido como sendo a metade do valor esperado
do quadrado das diferencas entre pares de v.a's existe e depende apenas de h.

1) = 5 B[22 + ) - 2(h)]") 7

Isto significa que o valor da semivariance é o mesmo para todas as observacoes
separadas um certo desfasamento/lag independentemente da localiza¢do dos
pares de observagdes (Loyd & Atkinson, 2004).

Estacionariedade de segunda ordem implica estacionariedade intrinseca, mas o

inverso ndo é valido.
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O variograma

O variograma é uma ferramenta chave em analises geoestatisticas. O vari-
ograma serve para caracterizar a dependéncia espacial da varidvel de interesse.
Resumindo, o variograma descreve como é que duas observacdes se tornam
diferente a medida que a separacdo aumenta.

@ a medida que os valores de h aumentam, a dispersao das amostras vai
aumentado, e por sua vez a correlacdo vai diminuindo.

@ visto que o variograma é uma fun¢ao teorética, urge a necessidade de in-
troduzir o variograma experimental que é calculado com base nos dados
observados.
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O variograma experimental /empirico pode ser estimado a partir de N(h) pares
de observagbes z(x;), z(x; + h), i=1,2,3--

R 1 N(h) 2
ORE P MECIEECERD (®)

O variograma é estimado com base na metade da média do quadrado das
diferencas entre observacdes que sao separados por um vector h

O variograma é usado quando se assume a hipotese de estacionariedade intrinseca
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Em caso de se assumir estacionariedade de segunda ordem, a modelizacdo do
fendémeno é feita com base no covarigrama, visto que a covaridncia sé existe
quando o fendmeno é estacionario de segunda ordem (Loyd & Atkinson, 2004)

C(h) = N<1h) ]g) () — 3| [o(wi + )~ 3 (9)

Observe que 4(h) # C(0) — C(h), porém para N(h)/n ~ 1, a diferenca ser4
minuscula (Cressie, 2015).

Geralmente, o variograma é mais preferido em relacdo ao covariograma, visto
que este n3o necessita do conhecimento da média para a sua estima¢&o( a média
na pratica nao é conhecida, a sua estimacdo introduz um viés na estimacdo do
covariograma)(Montero & Mateu, 2015).
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Estimacao robusta do variograma

O variograma experimental apresenta algumas desvantagens:

1.
2.

é sensivel a outliers

o quadrados das diferenca(Z(z+h—Z(x)) podem se apresentar distorcido(
dados n3o seguem distribui¢do normal)

os quadrados das diferencas também ser3o v.a's dependentes.
a mais subtil objecdo surge devido a assimetria da distribuicdo. Se o

fenébmeno geoestatistico for um processo de Gauss, entdo {Z(az +h) —
2
Z(x)| ~ 27(h)x%1). A distribuicao qui-quadrado é assimétrica. Porém, se

X ~ X%1)v entdo X/* terd uma distribuicio razoavelmente simétrica. Desse
2
modo, espera-se que |Z(z+ h) — Z(z)| tenha também uma distribui¢do

razoavelmente simétrica.
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Por consequéncia deste resultado, Crissie & Hawkins(1980) propuseram um

] N(h)

i 1
29(h) = 55 0.494/N(h) { N(h) Z1

1=

estimador robusto nao enviesado para variograma:
4
1/2}

{med | Z (2 + h) — Z(z;)] 2}
2y(h) =

0.457

Mais detalhes sobre estimacao robusta do variograma podem ser encontrados
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Caracteristicas dum variograma

Efeito pepita- representa micro variacoes devido a erros de medicao.
Pode ser estimado a partir do variograma experimental para h =0

Amplitude- A distancia em que

12

o variograma atinge o patamar, patamar= 1.0

isto é, a distancia a partir da
qual os dados ndo estao mais
correlacionados.

08

th)

04

Patamar-  Corresponde a
Z(x)|.

varidncia da v.a V | efeitopepita =02

amplitude h =5

Este valor corresponde a : ; ) : :

valor do variograma para uma h
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Exemplo- Calculo do variograma

Para o célculo do variograma e respectiva representacdo podemos usar o soft-
ware R e fazer o uso do pacote geoR, e a posterior usamos a fun¢do "variog()"

> install.packages("geoR") instalag8o do "geoR"
> library(geoR)
> data(s100) # aceder os dados simulados do geoR

Hu###FHHHHA#AE calculando o variograma experimental######H#HHY

Vv

bini<- variog(s100, uvec=seq(0,1,1=11)) #estimador classico

> bin2 <- variog(s100, uvec=seq(0,1,1=11),

+ estimator.type= "modulus") #estimador robusto Crissie & Hawkins(1980)
> plot(binl, main = "classical estimator") # visualizacao grafica

> plot(bin2, main = "modulus estimator") # visualizacao grafica
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Exemplo- Calculo do variograma

semivariance

estimador classico

estimador robusto

1.0

04

02

00

semivariance

06

04

02

00

04 06 08

distance

distance

Figure 1: a figura a esquerda corresponde ao variograma classico e a figura a direita
corresponde ao variograma robusto sugerido por Crissie & Hawkins(1980).0 variograma
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Modelos teodricos de semivariograma

Os modelos tedricos de variogramas sdo fun¢des usadas para representar (
que sdo ajustadas ao ) o variograma experimental, visto que este ndo cumpre
com algumas propriedades que sdo fundamentais para a krigagem(método de
interpolagdo espacial). Existem varids funcdes de variogram para modelizar
fendmenos geoestatisticos, mas apenas iremos apresentar alguns modelos co-
mumente usados para a modelizacdo espacial. Os variogramas que serdo apre-
sentados sdao de natureza isotropica, isto é, ndao depende da direccao.

Os modelos de semivariograma ou covariograma ndo podem ser funcdes ar-
bitrarias. Estes devem satisfazer algumas algumas propriedades tedricas
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Modelos teodricos de semivariograma

Propriedades do variograma

1. O variograma na origem € igual a zero (0) = 0, embora na prética apre-
senta uma descontinuidade. A descontinuidade na origem é designada por
efeito pepita.

2. O variograma é uma func¢do par v(—h) = v(h).

3. O variograma sempre assume valores ndo negativos y(h) > 0, enquanto
que o covariograma pode assumir valores negativos .

4. A funcao de variograma é negativa definida 327" ; 3%, A\j\jy(x; — @) < 0.

TPC: Demonstre as propriedades 2 e 4.
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Modelos tedricos de semivariograma

Modelo esférico

3
o(0) 1.5 0.5(“") e |h|<a

a

v(h) = a
C(0) se |h|>a
1.0 1
@ (C(0) representa o patamar, limite superior para qual ten-
dem os valores com o aumento dos valores de |h| 0.8 1 — Spherical Model
. R . . _. 0.6 1
@ |h| = a representa a amplitude, a distdancia a partir da £
qual os valores de y(h) param de crescer e sdo iguais a um =04
patamar que é normalmente coincidente com a variancia de
Z(x) 0.2 +
0.0 1

@ A amplitude mede a distancia a partir da qual os valores de T T T
00 02 04 06 08 10
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Modelo exponencial

3hy = €)1 -exp (= 1)

@ O variograma exponencial atinge o patamar

assimptoticamente a medida que h — oo o

0.8

@ Para o variograma exponencial tem-se a (5|
amplitude efectiva a’, que corresponde ao % — Exponential model

valor de h a covaridncia é aproxidamente 041

igual a 5% do seu valor na origem(h = 0), 0.2

em outras palavras pode-se dizer que o 00 |

valor da amplitude efectiva num modelo ex- ' ' ' ' ' '
00 02 04 06 08 10

ponencial é a distdncia em que o modelo Distance
H ) . N
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Modelo Gaussiano

@ Ao contranto do modelo esférico
e exponencial, o modelo Gaus-
siano apresenta um comportamento
parabdlico na origem.

@ Tal como no modelo exponencial,
a amplitude efectiva é a distancia
para a qual o modelo atinge 95%
do patamar: v(a’) = 0.95C(0).
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0.8 1

— Gaussian model
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¥(Ihl)

0.4 1

0.2 1

0.0 4
T T T T
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Modelo de poténcia

Os variogramas descritos atras tém todos um patamar como limite para o qual
tendem os valores de y(h) quando h — oo. Estes tipos de variogramas sdo
para modelizar os chamados fenémenos de transic3o, os quais sao caracterizados
por uma distancia (amplitude) a partir da qual deixa de haver correlagdo entre
as amostras. Nos fenédmenos de transicdo existe sempre uma relacdo entre a
covariancia e o variograma (Soares, 2014).

Contudo, existem outros fendmenos em que o crescimento de (k) é continuo e
ndo tende para um patamar. Estes sdo os fendmenos n3o estacionarios, os quais
ndo apresentam variancia finita ou nocdo de covariancia, por serem grandezas
que crescem com a dimens3o do campo de dispersdo de Z(z).
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O variograma de poténcia é dado por:

com « compreedido de 0 a 2.

Dependendo do expoente «, o var-
iograma pode ter um andamento
linear(cv = 1), logaritimico (0 < o < 1)
ou parabdlico (1 < a < 2). Quando
o a = 0 temos um variorama com
efeito pepita puro. O modelo com efeito
pepita puro reflecte a auséncia da de-
pendéncia espacial.
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Ajustamento do variograma

Os variogramas experimentais ndo podem ser usados directamente para fazer
interpolacdes espaciais, visto que este ndo satisfazem as propriedades de um
modelo tedrico de semivariograma (Cressie, 2015). Ademais, o uso dos modelos
téoreticos garante que a variancia do erro de interpolagao resultante da krigagem
seja ndo negativa (Montero & Mateu, 2015).

O ajustamento do variograma pode ser feito consoante o ajustamento man-
ual que consiste numa inspecdo visual, ou usando procedimentos estatisticos.
Porém Webster & Oliver (2011) recomendam o uso dos dois métodos. Onde
primeiro pode se usar a inspecao visual para seleccionar os variogramas que mel-
hor captam as principais caracteristicas do variograma. Depois, pode-se usar os
procedimentos estatisticos para selecionar o modelo teérico dentre os modelos
pre-seleccionados.
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Ajustamento do variograma

Contudo, Wackernagel (2003) afirma que n3o é deveras relevante se o ajus-
tamento é feito de forma visual ou usando procedimentos estatisticos. O que
realmente importa é o tipo de continuidade e a hipdtese de estacionariedade
assumida. Pois estes pressupostos irao conduzir a seleccao do modelo apro-
priado. Armstrong & Wackernagel (1988) por sua vez reiteram, que defacto,
a expressdo analitica do variograma/semivariograma ndo é t3o relevante desde
que as caracteristica do fenémeno em estudo sejam respeitadas.
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Ajustamento do variograma

Procedimento estatistico

Existem varios procedimentos estatisticos que permitem estimar o conjunto de
pardmentros (efeito pepita, patamar e a amplitude) dum semivariograma, dentre
0s quais, pode se destacar:
1. Método dos minimos quadrados (minimos quadrados ordinarios, minimos
quadrados generalizados e minimos quadrados ponderados.
2. Métdos baseados na maximizagdo da fungdo de verossimilhanga (Métod de
maxima verossimilhanga e método de maxima verossimilhanca restrita)

3. Verossimilhanca composta, assim como, o método de maxima verossimilhanca
usa pseudo-dados no lugar de dados observados.
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Método dos minimos quadrados ordinarios

O método dos minimos quadrados ordinarios consiste em estimar o vector 6
minimizando :

k 2
Q(O) = Y- {5(hi)  7(h:,6)} (10)

i=1
onde 4(h;) representa o valor do semi-varigrama experimental para uma distancia
h; e . v(h;,0) é uma fungdo valida de semi-variograma

Contudo, este método tem algumas limitagGes pois assume que as observagoes
sdo independentes, enquanto que, os valores do semivariograma y(h;) pondem
estar correlacionados.
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Minimos Quadrados Generalizados (MQG)

Visto que o método dos minimos quadrados ordinarios nao leva em conta o
facto de os valores do semivariograma experimental, bem como, a distribuicdo
desses valores . A estimacdo pode ser melhorada usando o método dos minimos
quadrados generalizados.

Seja V a matriz de variancia e covariancia de

5= (k) A ()

Desse modo, o problema de minimizacdo consiste em achar @ de tal forma que
minimize a expressao

/

(% =7(0) V(5 —+6))
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Minimos Quadrados Ponderados (MQP)

O processo de estimagao com base nos MQG é bastante iterativo e compli-
cado. Cressie (1985) apresenta uma discussdo detalhada sobre ajustamento do
semivariograma usando MQP, e recomenda que a minimizacdo de

k 4(hs) 2

N(h { 1} 11
7: <h17 9) ( )
como sendo uma boa aproximacdo dos MQP. Observe que quanto maior for
o nimero de observacdes para uma certa distancia h; maior serd o peso para

atribuido as residos para essa distancia.

Ademais, Cressie(2015) aconselha a usar o variograma robusto no lugar do
variograma experimental.
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Exemplo

Ajustamento do semivariogram usando método dos MQO e MQP ao semi-
variograma experimental usando os dados s100 do pacote "geoR" para mais
detalhes pode consultar https://rdrr.io/cran/geoR /man /variofit.html. Corra as
linhas de cédigo no programa R.

> variol00 <- variog(s100, max.dist=1)
> ini.vals <- expand.grid(seq(0,1,1=5), seq(0,1,1=5))
> mqo <- variofit(variol00, ini=ini.vals, fix.nug=TRUE,
+ wei="equal") # minimos quadrados ordinarios

summary (mqo)

mgp <- variofit(variol0O, ini=ini.vals, fix.nug=TRUE)
summary (mqp)

plot(vario100)

lines(mqp)

lines(mqo, 1lty=2)

V V.V V Vv VvV
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summary (ols)
$pmethod
[1] "OLS (ordinary least squares)"

$cov.model
[1] "matern"

$spatial.component

sigmasq phi
1.1070408 0.4006288

$spatial.component.extra
kappa
0.5

$nugget . component
tausq
0

$fix.nugget

[1] TRUE
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Interpolacao espacial

A interpolacao é o processo de estimar valores em locais ndo amostrados com
base nas observacdes vizinhas . A interpolacao espacial assume que o atributo é
continuo em toda a superficie. Ademais, a interpolacdo espacial assume que o
atributo é espacialmente dependente, indicando maior similaridade para dados
mais proximos e maior dessemelhanca para valores mais afastados.

A interpolagao espacial pode ser classificada em deterministica e estatistica. Os
métodos de interpolacao s3o varios. Dentre os métodos deterministicos pode
se destacar a Interpolac3o Inversa da Distancia ponderada bem como as suas
variagdes (veja, Franke, 1982; Nader & Wein, 1998). Dentre os métodos geoe-
statisticos pode-se destacar Krigagem Simples, Krigagem Ordinaria, Krigagem
Universal Cokrigagem, etc.
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Interpolacao Inversa da Distancia Ponderada (IDW)

A IDW é uma das técnicas de interpolacdo mais simples e popular. Este método
é definido como sendo a média pondera de uma amostra de valores distribuidos
no espago numa certa regido de pesquisa. A interpolacdo de um espago/ponto
nao amostrado pode ser calculado com base em:

n

Z(my) =Y _ NZ(x;) (12)

i=1
onde, x; é o ponto a ser estimado, \; representa o peso a ser atribuido a cada
ponto amostrado. Os pesos sdo dados por:

d;?
2im1 d;
d; representa a distancia euclidiana entre dois pontos.

Fundamentos de Geo-estatistica, 2018 Rachid Muleia & Mauro Langa 49



Interpolagdo Inversa da Distancia Ponderada (IDW)

Observe que a soma dos pesos \; € igual a unidade, isto é, >.7 | \; = 1.

O valor comummente usando para p é 2, dai o estimador passa a ser chamado
inverso do quadrado da distancia. Porém, p pode assumir qualquer valor. O
método IDW é basicamente deterministico, o que significa que toda a estimacao
ou interpolacdo com base neste método n3o estd associado a uma incerteza,
isto é ndo se pode quantificar com que precisao se estima um determinado valor.

Babak & Deutsch (2009) apresentam um formalismo estatistico para este método
permitindo que a variancia do estimador na localizagdo nao amostrada 1z seja
dada por:
o2, = B[Z(z)—Z(20)] P Z i Cov(Z(;), Z () —1—2 Z Ni\j Cov(Z(x;), Z(;))
=1 =1 j=1
(14)
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Observacdes:

A medida que se aumenta o niimero de observacdes, mantendo fixo o expoente
(p), as estimativas com base IDW tornam-se suaves.

Quanto maior for o valor do expoente (p) menos suave se apresentara a su-
perficie estimada, e a medida que o expoente aumenta o niimero de observacdes
deixa de ter um impacto relevante sobre a estimacao de pontos ndao amostrados
(Babak & Deutsch, 2009).

Além disso, quanto maior for o expoente p, maior sera a variancia das estima-
tivas.

Importa referir que, o célculo da variancia s6 faz sentido se considerarmos que o
processo em observancia é estacionario, visto que, tradicionalmente este método
¢ deterministico.
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Krigagem

A Krigagem é uma técnica geoestatistica para fazer interpolacdes espaciais.
A Krigagem tem como objectivo interpolar valores referentes a uma fungao
aleatéria em locais ndo amostrados.

Esta técnica é bastante famosa, pois fornece a melhor previsdo linear n3o-
enviesada (MPLNE). Porém, a mesma apresenta uma limitagdo, pois exige que
0 processo seja estacionario da segunda ordem.

Tal como na Interpolacdo Inversa da Distancia Ponderada, a Krigagem usa
valores circundantes para interpolar locais ndo amostrados (ou estimar a média
sobre um determinado bloco).

Z(x9) = i)\zZ(@) (15)
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Embora a Krigagem seja MPLNE, importa salientar que a qualidade da interpolacao
depende de vérios factores, nomeadamente: a qualidade dos dados; a localizagdo/
disposicdo das observacdes (se os dados estiverem distribuidos de forma uni-
forme, havera maior cobertura e muita informagdo sobre o processo, o que
ndo acontece quando os dados apresentam-se em clusters);a distancia entre os
pontos amostrados e ndo amostrados.

E de salientar que a Krigagem apresentam alguma vantagem sobre outros
métodos de interpolacdo, visto que, este considera a estrutura espacial do pro-
cesso. Ademais, a Krigagem permite conhecer a exactidio da interpolacdo com
base na variancia do erro de previsdao. A krigagem é um interpolador exacto, o
que significa que para lugares amostrados, as interpolacdes coincidem com os
valores observados, e dessa forma a variancia do erro de previsao é zero.
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Nocao de Vizinhanca

A vizinhanca é um conceito de extrema importancia em geoestatistica. Como
foi referido anteriormente, a Krigagem usa valores circunvizinhos para interpolar
locais ndo amostrados. Contudo, no processo de interpolacdo tem-se duas
opcoes

1. Todos os pontos amostrados sao incluidos no processo de interpolagao;

2. Apenas os pontos mais proximos do local a ser interpolado é que s3o con-
siderados.

No primeiro caso, o impacto das observacdes distantes em relagdo ao ponto
a ser interpolado é menor ( até pode-se pensar que observaces que se en-
contram além da amplitude do semivariograma terdao um impacto nulo, porém
isto ndo é verdade, pois estdo espacialmente correlacionadas com o ponto a ser
interpolado)(Montero & Mateu, 2015).
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O uso de todas observacbes no processo de interpolacdo, que é um conceito de
"vizinhanca global” exige que o processo seja estacionario de segunda ordem or
intrinsecamente estacionario sobre toda a vizinhanca, o que na maioria das vezes
nao acontece. Além disso, esta abordagem tem consigo algumas desvantagens,
visto que, quando o volume de dados é maior, o processo de estimacdo pode se
tornar tedioso.

No segundo caso, apenas se exige a hipdtese de quase estacionaridade de se-
gunda ordem ou quase estacionaridade intrinseca. Porém, a dimensao bem
como a configuracdo da vizinhanga continuam a ser crucial. Visto que, se a
vizinhanca for muito menor, a precisao da interpolacao serad afectada e ird de-
pender das observacdes inclusas na interpolacdo. Assim como se a vizinhanca
for muito maior, a hipétese de estacionaridade sobre toda a vizinhaca podera
ser questionavel.
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N3o existe uma regra clara para definir a dimensdo da vizinhanca, contudo
Webster & Oliver (2001) sugerem algumas directrizes:

1. Se os dados forem densos e o semivariograma tiver efeito pepita menor,
entao o raio da vizinhanca pode ser igual a amplitude ou amplitude pratica;

2. Se os o efeito pepita for maior, observacoes distantes do ponto a ser previsto
terdo um impacto significativo na interpolacdo e por essa razdo devem ser
incluidos na vizinhanca.

3. Por outra, pode-se definir a vizinhanca em termos de nimero minimo e
maximo de observacdes préximos do ponto a ser interpolado. Geralmente
recomenda-se um minimo de n &~ 7 e um maximo n ~ 20.
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Krigagem Ordinaria

Considere que a variavel regionalizada em estudo tenha valores z; = z(z;).
Considere também que a variavel regionalizada é estacinaria de segunda ordem,
com média:

E[Z(x)} =/

que geralmente deverd ser estimada, e com uma covariancia centrada

E[Z(2)Z(x + h)| — 2

e um variograma
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O interpolador de krigagem serd uma combinac¢3o linear dos valor circundantes
do ponto a ser interpolado:

n
7 (w) = 3 NiZ ()
=i
Para poder prever/interpolar o ponto ndo amostrados é preciso calcular os pon-

derados );, de tal forma que :

1. O estimador seja n3o-enviesado.
2. A variancia do erro de estimagdo (erro quadratico médio) seja minima.

A primeira condicdo ¢ satisfeita assegurando que a soma dos ponderadores seja
igual a unidade, isto é, > \; =1

E[Z7(2)] = 1Y _ N = E[Z(2)] (16)
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A segunda condic3do diz que a variancia do erro de estimac3o deve ser minima.
Sob a condi¢do de estacionaridade de segunada ordem, a varidnica do erro de
estimacao é dada por:

n

i=1j=1 i=1

O principal objectivo é achar os ponderadores \; que minimizam a equagdo (17)
sob a condicdo de Y~ \; = 1. Este é um problema que pode ser resolvido com
base em multiplicadores de Lagrange, onde a funcao de lagrange é dada por

B\, @) = V[ 2" () — Z(w)] — o z A—1) (18)

Para achar os ponderadores \;, acham-se as derivadas parciais em relacdo a \;
e «, e iguala-se a zero.
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As derivadas parciais conduzem-nos ao seguinte sistema de equacoes:

x—x) —a=Clx;—x), i=1,2,..,n
(19)

> nc
g

Substituindo Y>7_; A; C'(x; — ;) por C(z;—10) + na expressdo (17), a variancia
da estimativa resultante da krigagem ordinaria é dada por:

o5 (x0) = C(0) — Z N C(x; — ) + « (20)

Com base na equagdo (20) pode se notar que a variancia da estimativa resultante
da krigagem sempre serd menor que a variancia do processo, visto que C'(0) =
V(Z(z)) = o>
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O sistema de equagdes (21) também pode ser expresso em fungdo do semivar-

iograma:

n

Y A(@i —m) +a=y(—x), i=12..n

e a variancia da estimativa é dada por :

n

oko(10) = D Av(z — 3) +
=1

(21)

(22)

No caso em que o processo ndo é estacionario de segunda ordem, mas sim
intrinsecamente estacionario, o sistema de equacdes s6 pode ser expresso em

funcdo do semivariograma.
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Exemplo

Considere o seguinte caso:

onde se pretende estimar o valor de Z; com base {7, Z5, Z3}. Considere
também que a estrutura espacial é descrita por um semivariograma esférico:

0 h=0
3h 1h3
h) = °or_ 2 23
W) =4 G+ Gy, —5.5) 0<h<a (23)
Co+ Cy a<h

Fundamentos de Geo-estatistica, 2018 Rachid Muleia & Mauro Langa 62



Suponha que a =6, Ch =0, C; =1

h 0 1 2 3 4 5 6
~v(h) 0 0.2477 0.4815 6875 0.8519 0.9606 1

Para facilitar os calculos basta representar o sistema de equacdes na forma
matricial AX = B

71 Y2 M3 1\ (M Y10

Yor Y22 v2s L[| A2 _ |20

Y31 Y32 Y33 1| | A3 Y30
1 1 1 0 o 1
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0.0000 0.2477 0.9606 1\ (A 0.4815

0.2477 0.0000 0.8519 1| [A2| _ [0.2477

0.9606 0.8519 0.0000 1| [A3]| |0.6875
1 1 1 0/ \« 1

Para achar os pesos basta achar a inversa da matriz A, e desse modo teremos
X=A"'B

A —2.0658594 1.8973217  0.1685377  0.3681361 0.4815
Ao | | 1.8973217 —2.3294571 0.4321354  0.1618973 0.2477
As | | 0.1685377  0.4321354 —0.6006730 0.4699666 0.6875
o 0.3681361  0.1618973  0.4699666 —0.4915519 1

A1 = —0.04073892, Ay = 0.79554423, A3 = 0.24519469 e o = 0.04890968
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Abaixo segue um pequeno cédigo em R para o exemplo na pagina 62-64. Tente

exercitar no programa R !l

dist=matrix(data=c(0,1,5,2,1,0,4,1,5,4,0,3,2,1,3,0) ,nrow=4,ncol=4)
G=matrix(data=NA, nrow=4, ncol=4) # matriz das semivariancias
G[4,]=c(rep(1,3),0)
G[,4]=c(rep(1,3),0)
c0=0 # efeito pepita
cl=1 # soleira parcial
a=6 # amplitude
for(i in 1:3){
for(j in 1:3){
if (i==j){G[i,j]=0}
G[i,jl=cO+c1*(1.5%dist[i,]j]/a-0.5*(dist[i,j]1/a)"3)

B=c(rep(NA,3),1)

for(i in 1:3){
Blil=cO+c1*(1.5xdist[i,4]/a-0.56*(dist[i,4]/a)"3)

}

w=solve(G)%*%B # ponderadores
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Krigagem Simples

Por vezes a média do processo é conhecida (ou pode-se assumir) a partir de
estudos ou experimentos passados. Desse modo, é sensato aproveitar esse con-
hecimento para melhorar as previsoes. A krigagem simples nao se difere tanto
da krigagem ordinaria, visto que, as interpolagdes também sao uma combinagao
linear dos dados em disposicao, porém o interpolador de krigagem incorpora a
média (o conhecimento da média) no processo de interpolagdo/previso.

Para a krigagem simples a equacdo de estimacado é dada por :

7" () = g"lww . ifﬁ'}“ (24)
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Visto que n3o precisamos mais da restricdo > \; = 1 para que (24) seja um
estimador ndo-enviesado, o calculo dos pesos A serd apenas com base na fung¢ao
de covariancia. Além disso, com a auséncia da restricao, ndo usamos mais o
multiplicador de lagrange para calcular os pesos, e o sistema de equagdes para
krigagem simples é dado por:

n
Z)\ZC(ibz—xj) = O({Ei—l'o) 1= 1,2,...,n (25)
j=1
A variancia da estimativa para a kigagem simples é dada por :

o25(1) = C(0) - z”lwm — ) (26)

Caso assuma-se que o fendmeno em estudo é Gaussiano, pode-se muito bem
associar a estimativa a um intervalo de confianca.

Z*(29) — 1.960 (20); Z*(2) + 1.960 ()] (27)
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Exemplo-Krigagem Simples

Considere a figura (lado esquerdo) e a tabela abaixo (lado direito)

300 3 T T T
indice X Y  Medicoes
20 - . 1 10 20 40
, 2 30 280 130
° % 1:30 3 250 130 90
T i 4 360 120 160
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Assuma que o atributo em estudo tem uma média de 110 e uma fungao de
covariancia C(h) = 2000exp< — B ) Se o ponto a ser estimado é 1y =

250
(180, 120), responda as seguintes questdes:

1. Calcule os pesos para a estimacao do ponto ndo amostrado.
2. Que comentarios pode fazer em relagdo aos pesos (ponderadores)?
3. Calcule o valor da estimativa no ponto nao amostrado.

4. Calcule a variancia da estimativa .
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x=c(10,30,250,360,180)
y=c(20,280,130,120,120)
XY=as.matrix(cbind(x,y))
dist=matrix(data=NA, nrow=5,ncol=5)

for(i in 1:5){
for(j in 1:5){
dist[i,jl=sqrt((XY[i,1]1-XY[j,1]) " 2+(XY[i,2]-XY[j,2]1)"2)
}
}

Cov=matrix(data=NA, nrow=5,ncol=5)
for(i in 1:5){
for(j in 1:5){
Cov[i,j]1=2000*exp(-dist[i,j]1/250)
}
}

Covi=Cov[1:4,1:4]

Cov0=Cov[1:4,5]

Cov0=t (Cov0)

F=golve (Coy1) kx4t (Coy0) #ponderadores
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1. Os pesos sdo:

[,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.185 0.128 0.646 -0.001

2. (a) Em geral ,pode-se observar que as observagdes distantes em relagdo ao
ponto ndo amostrado apresenta um peso menor em relacdo as observacoes
mais proximas do ponto ndo amostrados. (b) Também pode-se observar
que o menor peso é negativo. Importa salientar que na krigagem simples
os valores dos pesos ndo estdo limitados a um certo intervalo, isto é, os
pesos podem assumir qualquer valor real. Isto faz com que a combinacao
linear do estimador da krigagem simples seja uma combinag¢do n3o convexa.
(c) A possibilidade de ter valores negativos faz com que as estimativas da
krigagem simples nao esteja confinadas ao intervalo dos dados.
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Krigagem Universal

A Krigagem oridnaria, assim como, a Krigagem simples assumem que a média do
processo no campo aleatério é costante. Porém, na pratica, campos ambientais
e geoldgicos muitas vezes apresentam valores médios ndo constantes( a média
do processo n3o é constante em todo espaco aleatério). Para lidar com este
fenémeno, Matheron(1969) desenvolveu o método de Krigagem Universal.

A Krigagem Universal assume que a funcdo aleatéria é uma combinacdo linear
de duas componentes. Sendo a primeira deterministica, e uma funcdo que
depende da localizagdo. A segunda componente é probabilistica e estacionaria
de segunda ordem.

Z(x) = p(x) + e(x) (28)

onde, p(x) é uma fungdo que depende da localizagdo (), e €(x) é um processo
estacionario de segunda ordem (com média zero).
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A componente u(x) caracteriza a tendéncia do processo ( e designa-se por
drift). Suponha que p(x) pode ser representado como uma combinag3o linear
de funcGes conhecidas {fl(aj),l =1,--- ,k}, com coeficientes desconhecidos

{ai}

k

p(x) =) afi(z) (29)

=1
A média do processo bem como a covaridncia podem ser expressas da seguinte

forma:
k

E[Z(a;)} =Y afi(z)

=1
E{[Z(n1) — p(a)[(Z(22) — )]} = E|e(m)e(2)] = Clar — m)

Fundamentos de Geo-estatistica, 2018 Rachid Muleia & Mauro Langa 73



Tal como a Krigagem Ordinaria, a Krigagem Universal também é um interpo-
lador que resulta da combinagao linear das observacoes circundantes ao local a
ser estimado,

n

i=1
onde \; é escolhido de tal maneira que o estimador seja ndo enviesado e erro
de estimacdo seja minimo. O estiamdor serd ndo enviesado, se e somente se,

B[ 2 (a0)] = E|Z(w)], ou

k n k

> ) = ) = 3w 3 f() = X i)

=1 =0

O interpolador s serad ndo-enviesado, se e somente se, >.7 | Aifi(z;) = fi(x).
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A varidncia para este interpolador pode ser dada por:

o2y (10) = E{[Z*(mo } = Z”:z”: i C(zy, ;) 22)\ C(zi,70)+ C(0) (31)

=1

Esta expressdo deve ser minimizada sob a condigdo de ndo-enviesamento > ; A;fi(z;)
fi(zp). isto pode ser feito usando multiplicador de lagrange, que ira resultar no
seguinte sistema de equagdes:

n k
= =0 (32)

Z)\zflxl fl:EO) l:0a1a2a'”ak
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Substituindo 37 ; A;C(z; — z;) por C(z; — xp) + SF o aufi(z;) na expressdo
(31), a variancia da estimativa resultante da krigagem universal é dada por:

n

k
ok (@) = C(0) = > X Cla; — ap) + ;}azﬁ(fﬁo) (33)

i=1
A média do processo p(x), geralmente, é modelizada por numa fun¢do poli-

nomial na forma: u(z) = ag + a17 + aoy + azz® + agry + azy?, onde z e y
representam coordenadas.
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Krigagem em Bloco

O interesse é estimar/predizer a média de um processo sobre um bloco/area V'
com base nas observagdes Z(x1), Z(x2), -+, Z(xy).

Uma das possiveis solucbes é discretizar a area onde se pretende fazer a es-
timativa/previsdo em varios pontos e depois calcular a média das estimativas
pontuais individuais para obter a média sobre a area de interesse.

Este método é computacionalmente oneroso, pois teriamos de resolver varios
sistemas de equagdes( isto porque, para cada ponto teriamos de aplicar a kri-
gagem ordinaria).

Fundamentos de Geo-estatistica, 2018 Rachid Muleia & Mauro Langa 7



Krigagem em Bloco permite a estimacdo da média de uma variavel aleatéria
sobre uma area/bloco resolvendo apenas um sistema de krigagem. Além disso,
permite obter a variancia para a krigagem.

Sob a suposicdo de estacionaridade de segunda ordem, a krigagem ordinaria
por bloco pode ser feita médiante a substituicdo do covariograma (semivari-

ograma) para a distancia entre z; e 1y pela média do covariograma C(z;, V)(
semivariograma 7(z;, V')) na equagdo (21).

= ) (34)
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Com isto, temos que a varidncia para krigagem ordinaria em bloco é dada por:

U%(OB = Z )\1’_)/(%, V) +a— :V( Vv V)

i=1
onde
_ 1 ,
’7(%7 V) = — ZV(% - x])
m =
3 1 n n
YV, V) — > (e — 1))
m=i=1j=1
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Exemplo

Considere o bloco V(s) que foi discretizado em seis pontos s, ..., s;, considere
também um ponto observado s;. Assuma que o processo é caracterizado por
um semivariograma esférico com soleira/patamar igual a 1 e amplitude igual
1.5.

&
V(s)
o | .
@
=
H s'5 s'8
B H
@ | i H
gﬂ’ H H
> i s3 @ =4 : si
- | H
= :
o s 82
e
L S
<
T T T T T T
00 0z 0.4 0.6 08 1.0 12 14
X Coord

Cama.pode se apraximar o valor de 7(V, V)& J(fiso Vb2 "
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Distancia entre o ponto si € os pontos sj'

rs,.sjf] h L]

ti,_s;_ ) 0.9501 46 (LA230GE9

(5;-%,) 0634647 03967772

(5,.5,) 0916666 08025545

15,.:_'] } 0.583333 0.5539263

(5;-55) 0950146 0.82306E0

iil_s;l 0634647 05967772

Distancia entre os pontos no bloco
s B % s % %

5 0
s; 0.3333 ]
s_; 0.2500 04167 0
s 04167 0.2500 0.3333 1]
S; 050600 03611 2500 04167 ]
s; 03611 (L5000 0.4167 0.2500 0.3333 1]

Semivariograma para a regido discretizada

h i) MNumber of pairs
L] 6
0. 2476852 8
0. 03278147 3
0.4167 04059807 8
05000 04814815 4
06009 03687558 4

Reehid-iveiamgttenro Langa
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Validacdao Cruzada/ Cross-Validation

O processo de krigagem baseia-se, principalmente, na escolha de um modelo de
semivariograma tedrico e também no tipo de estacionaridade do processo.

Porém, é preciso avaliar a performance do modelo. Uma das formas, de avaliar
a performance do modelo é dividir o conjunto de dados em duas partes, e usar
uma das partes para ajustar o modelo de semivariograma teérico e a outra
para para avaliar a performance do modelo de semivariograma escolhido para
processo de krigagem , comparando as estimativas da krigagem e os valores
observados.
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Leave-one-out Cross Validation

O processo de Leave-one-out Cross Validation consiste em:

1. Obter as estimativas da krigagem Z(z;) nos pontos amostrados x;, i =
1,---,n com base nas n — 1 observacGes. E depois calcula-se as variancia

da estimativa da krigagem para cada ponto(62(x;))

2. Calcular as seguintes estatisticas de diagndstico a partir dos resultados

obtidos em (1):
e Erro médio de previsdo(estimativa)

ME = ii(zm) — Z(x))

e Erro quadratico médio da estimativa

MSE = 71%22 (Z(:z:i) - Z(a:,~))2
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e Erro quadratico médio padronizado

MSDE = +%° <Z<$i)2_ Z($i>>2 (40)
N =1 6% ()
Se a escolha do semivariograma for bem sucedida:
@ Espera-se que ME esteja proximo zero
o E desejavel que MSE seja menor.
@ MSDE deve ser aproximadamente igual a 1.

@ Além disso, o coeficiente de correlacdo entre os valores previsto e observado
deve ser préximo de 1.
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Cressie(1993) afirma que se o modelo de semivariograma tiver sido validado com
sucesso, pode-se ter certeza de que a previsao baseada nesse semivariograma
é aproximadamente centrada(n3o enviesada) e que o erro quadratico médio da
estiativa é aproximadamente certo. CV nao pode provar que o modelo ajustado
estd correto, apenas que n3o é grosseiramente incorreto (ndo ha razdo para
rejeita-lo). Assim, deve se deixar claro que o sucesso do CV ndo garante que o
semivariograma escolhido (ajustado) seja correto; O que ele garante é que ndo
é incorreto.
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Anisotropia

Um modelo de semivariograma teérico y(h) é definido como anisotrépico quando
depende da direccdo do vector h. Caso contrario é considerado como sendo
isotrépico. A isotropia implica que os semivariogramas direccionais coincidem
e, portanto, o semivariograma "global” é omnidirecional .

A anisotropia pode ser identificada com base no semivariograma experimental,
calculado para varias direccoes. A andlise da anisotropia objetiva detectar as
direcbes de maior e menor continuidade espacial do fenémeno investigado
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Convencoes direcionais usadas na geoestatistica
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Considere os semivariogramas ilustrados na figura abaixo. Desta figura pode se
verificar que a distribuicao espacial do fenomeno é isotrépica. Neste cenario, um
tnico modelo ¢ suficiente para descrever a variabilidade espacial do fenémeno
em estudo

v(h) X
i Modelo de ajuste
C e b:;---,-.niﬁ' LLLLY
.,-;*"' : —0° !
45° :
P o 1
B 90 .
Co1 135 :

a
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Anisotropia geométrica

Neste caso, os semivariogramas apresentam o mesmo patamar (C) com difer-
entes amplitudes (a) para o mesmo modelo

¥(h) Mesmo modelo para as duas diregées

=

— 30°

120°
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Anisotropia zonal
Neste caso, os semivariogramas apresentam diferentes patamares (C) com mesma
amplitude (a) para o mesmo modelo.

Assim como a isotropia, a anisotropia zonal é um caso menos frequente nos
fendmenos naturais.
y(h) Mesmo modelo para as duas diregées

C.-
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Anisotropia combinada (geométrica + zonal)

Neste caso, os semivariogramas apresentam diferentes patamares (C) e difer-
entes amplitudes (a) para o mesmo modelo. Pode apresentar também diferentes
efeitos pepita.

y(h) Mesmo modelo para as duas diregoes
O
.FI —— —
1
1
(8]
! — 60
I
Co 1 ! 150°
I
L >
' h
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Uma forma pratica de visualizar e calcular os pardmetros (factor e dngulo) da
anisotropia é através do esbogo grafico de uma elipse (ou diagrama de rosa)

o Angulo de anisotropia é o angulo que o eixo
das ordenadas forma com o eixo e maior
amplitude. Para a figura ao lado o angulo é

Nt 0

30°
90° of . , . .

« > actor de anisotropia serd o quociente entre
a maior e menor amplitude a;/ay. Desta
. 120° forma, o factor de anisotropia sempre sera

maior ou igual a unidade. Para o caso onde o
s¥ 1800 processo é isotrépico, o factor de anisotropia é

igual a 1.
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A anisotropia (geométrica) pode-se corrigir subistituindo as coordenadas elipticas
pelas coordenadas correspondentes no circulo, isto é, temos de transformar a
elipse em um circulo, de tal forma que amplitude do semivariograma nas varias

direc¢Oes seja igual a 1. Para tal teremos:

7a:1(h) = ’}/m(ha:) com h= h:p/am
Ya=1(h) = vy(hy) com h=h,/a,

fYazl(h) = Vz(hz> com h = hz/az

Isto corresponde, no espaco cartesiano, a as distanicas serem "isotropizadas”

do seguinte modo.

V) ()

Fundamentos de Geo-estatistica, 2018 Rachid Muleia & Mauro Langa

(41)

93



Se optarmos por transformar a anisotropia num semivariograma de referéncia
(por exemplo, o de maior amplitude em vez do semivariograma com amplitude
igual a 1), entdo a distancia h "isotropizada” fica igual a :

a 2 4 2 a 2
b= he [Z2) 4+ by (Z5) +h (=2 42
(o) o ) e () «

onde a, é a amplitude se semivariograma de referéncia e r, = a;/a;, 7, =
az/ay, T, = a;/a, sdo os factores de anisotropia nos 3 eixos principais.

Este método de transformacao geométrica de coordenadas é aplicavel igual-
mente a modelos n3o estacionarios que ndo atingem o patamar, por exemplo o
modelo linear.
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Se a direcgcdo de maior amplitude ndo coincidir com os eixos do sistema de coor-
denadas, ent3o é necessario, em primeiro lugar, uma operacao de rotacdo para
que o eixo zz’ coincida com a,, yy' com a, e 2z’ com a, antes da transformagdo
geométrica das distancias. Para o caso de duas dimensGes a rotacdo é dada

por:

7 cosf) —sinf)\ [z

(y’) a (sin@ cos 6 ) <y> (43)
Depois de fazer a rotacdo é sé multiplicar as coordenadas 1/ por factor de

anisotropia = az/a; caso a amplitude de referéncia seja a maior amplitude.
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Ex: Suponha que o semivariograma na direc¢do Norte-Sul e Oeste-Este(f =
7/2) seja dado por

(h, )=5(1 5haO‘E -0 5h§‘0‘E (44)
Tao-p\lao-g) = 9\ 2979, 27903
A rotacao dos eixos nao é preciso e o quociente de anisotropia é \ = Z}‘i—:’; =2,

Yay_s POde ser expresso em termos de 7,,_, multiplicando h,,_, pelo quo-
ciente de anisotropia.

20 20% 73

= 10"@N—-s 103 an_g
fYaNfs(haNfs) — 5(1520 - 052();[) (45)
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e Portanto, fazendo a mudanca das coordenadas, tem-se :1;* :i , isto
y =AY
é B =/l +
. . o || ]
e Entao, o variograma esférico (|h*[) = 5( 1.5 50 0.5 503 pode ser

usado para estudar a variabilidade nas duas direc¢oes.

: Observacao:

@ A anisotropia zonal nao pode ser corrigida por meio de uma trasnformacao
linear das coordenadas.

@ O metédo mais comum de lidar com a anisotropia zonal é : Se estiver-
mos diante um espaco bidimensional, e se por exemplo, a soleira alongo
do eixo y for maior do que na direccao de z, primeiro ajustamos um mod-
elo isotrépico ao semivariograma empirico considerando a direccdo de z e
depois acrescentamos o semivariograma com anisotropia geométrica.
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