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Programa Tematico

@ Introducdo a Geoestatistica
@ Abordagem probabilistica e condicdes de estacionaridade
© Anilise exploratéria de dados espaciais

@ Anilise variografica e estudo da anisotropia

© Métodos de interpolacdo espacial
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AvaliacGes

@ A presenca do estudante nas minhas aulas é de caracter “obrigatério”.
O estudante n3o deve ter mais que 25% de auséncias.

@ Ao longo do semestre faremos dois testes. A resolucdo das fichas
praticas também é uma avaliacdo.

@ Para além dos testes, iremos ter 01 trabalho pratico em grupo

Nota de Frequéncia=0.3 x TEI1+0.5x TEII +0.2 x TP
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Ferramentas de analise
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Porqué R?7?

@ Software estatistico gratuito. E tambem uma linguangem de
programacao, e isto torna o prgrama flexivel;

@ Muito popular na comunidade académica. Actualmente conta com 2
milhGes de usuarios

@ Encontra-se disponivel na internet para downlaod em
https://cran.r-project.org/bin/windows/base/

@ Actualmente é acompanhado do Rstudio que, também, é gratis e pode
ser baixado a partir da internet em
https://www.rstudio.com/products/rstudio/download/

Dr. Rachid Muleia, PhD in Statistics (Univers Fundamentos de Geoestatistica Fevereiro de 2023 5/92


https://cran.r-project.org/bin/windows/base/
https://www.rstudio.com/products/rstudio/download/

Referéncias recomendadas

WILEY SERIES IN PROBABILITY AND STATISTICS
WWILEY

Spatial and
Spatio-Temporal
Geostatistical Modeling
and Kriging

Applied Spatial
Statistics for

Lance A. Waller
Carol A. Gotway

José-Maria Montero WWWI
ety

Gema Fernandez-Avilés
Jorge Mateu

WILEY SERIES IN PROBABILITY AND STATISTICS

WILEY Noel A.C. Cressie

ey s tsn e Pt
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Introducdo a Geoestatistica

@ Geo-estatistica lida com a caracterizacdo de dados espaciais e
espacio-temporal;

@ E uma ciéncia que surge da necessidade de modelacdo de recursos
geoldgicos- caracterizacdo espacial da concentracdo de metais em
jazigos;

@ Primeiros desenvolvimentos foram dados na Africa do Sul por D.G.
Krige, um engenheiro de minas, e H.S. Sichel, um estaticista, por volta
de 1950;

@ Posteriormente, Georges Matheron, um engenheiro francés, expandiu o
trabalho iniciado por D.G. Krige, dando origem a modelos de krigagem;
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Porqué geo-estatistica

@ Maior parte dos fenémenos/grandezas variam ao longo do espaco, € a
geo-estatistica ajuda a perceber e quantificar a variabilidade espacial de
um dado fenémeno;:

o Estatistica classica assume independéncia das observacdes, enquanto
que dados geo-referenciados apresentam dependéncia espacial;

@ Observacdes mais préximas apresentam maior dependéncia espacial, e
as mais afastadas apresentam menor dependéncia espacial;

@ Ignorar a depedéncia espacial pode condicionar a validade das analises
estatistica.
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Processo espacial-Definicoes basicas

Variavel regionalizada:

— Toda variavel distribuida no espaco é tida como “regionalizada” ou
“espacial”. Por example:

1. Concentracdo de fésforo nas machambas do vale do infulene.
2. Niveis de precipitacdo na cidade de Maputo.

— Uma variavel regionalizada pode ser vista como uma funcdo f(s) que
assume um dado valor em cada ponto s, num espaco propriamente definido.
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Funcao aleatéria

— Seja Z(s;) o valor observado de uma variavel de interesse em uma
posicdo s;. Este valor pode ser tido como uma realizag3o particular de uma
variavel aleatéria Z(s;) em um ponto s;.

— O conjunto de variaveis aleatérias {Z(s) : s € R} , onde R é uma
regido de interesse(ex: campo de plantacdo), é tido como uma funcéo
aleatéria. Por exemplo: {Z(s) : s € R}, onde:

e Z(s) = valor observado no ponto s = (z1,x2) ou s = (x1,x2,3)

@ R =Conjunto de todos pontos sobre a area de interesse
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Tipos de dados

Seja s € R uma localizac3o genérica num espaco euclidiano de dimensdo d

e seja {Z(s) : s € R} funcdo aleatdria espacial, em que Z denota o
atributo de interesse.

Dados geo-estatisticos (dados de superficie)

Dados geo-estatisticos surgem quando o dominio em estudo é um conjunto
fixo e continuo:

e Z(s) pode ser observado em qualquer ponto do domino D;
@ O dominio D é n3o-estocastico;
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Dados de area/regionais (lattice data)

Os dados de area surgem, quando o dominio/regido em estudo é de
natureza discreta, e Z(s) pode ser observado em locais fixos que possam
ser devidamente enumerados. Os locais podem ser: Provincias, distritos,
regiGes. Para este tipo de dados, os dados, normalmente, aparecem de
forma agregada.

Dados de ponto padrido

Diferentemente dos dados geoestatisticos e regionais, nos dados de ponto
padr3o a regido de interesse ndo é fixa, mas sim aleatéria. Este tipo de
dado surge quando o interesse reside em estudar/analisar os locais onde os
eventos de interesse ocorrem.
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Estacionariedade

— Em geo-estatistica o processo inferencial depende da estacionariedade da
variavel regionalizada.

— Pode-se pensar da estacionariedade como sinénimo de homogeniedade
da variavel regionalizada na regido em estudo.

— Assume-se a estiocionariedade, pois a variavel regionalizada s6 pode uma
assumir uma unica realizacdo(isto contradiz o conceito de uma variavel
aleatdria).

— Comportamento regular dos momentos de uma funcdo aleatéria sobre
uma regido ou intervalo de tempo.
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Estacionariedade estrita:

— Uma func3o aleatéria é estaciondria de forma estrita, se a familia de
v.a's Z(sl)’Z(SZ)v" 'aZ(sk) € Z(sl +h)7Z(32 +h')7 7Z(Sk +h)
para V k e h a distribuicdo conjunta de probablidades é a mesma.

— A distribuicdo de conjunta de probabilidades de
{Z(s1),Z(s2),...,Z(sk)} ndo depende de qualquer que seja a translacdo
de h.

— A hipdtese de estacionariedade estrista é bastante rigorosa, podendo se
relaxar usando a hipdtese de estacionariedade de segunda ordem.
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Exemplo de estacionariedade estrita

Figure 1: Quatro pares de pontos separados por uma distancia h

No caso de estacionariedade estrita {Z(s1), Z(s2)},

{Z(s3),Z(s4)} e {Z(s5),Z(s6)} tém a mesma distribuicdo bivariada
de probabilidades, pois a distancia entre os pares {s1, s2}, {s3,84} €
{85,586} é a mesma.
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Estacionariedade de segunda ordem:

— A hipdtese de estacionariedade de segunda ordem exige apenas que os
dois primeiros momentos da func3do aleatéria estejam definidos.

e E(Z(s)) <ooe E((Z(s)) = u(s) = u, e ndo de pende da posicdo s:
e C(Z(s),Z(s+ h)) < 0,

e C(Z(s),Z(s+h))=C(h),Yyse€ R and h

— A estacionariedade de segunda ordem pode ser interpretada como se a

variavel regionalizada assumisse valores que flutuam em volta de um valor
constante (média), e a variacdo dessas flutuacdes fosse a mesma em todo o
dominio.
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@ Se a covariancia existe, e é finitia, entdo a variancia esta definida, e por
sua vez é constance V(Z(s)) = C(0),

@ No caso de estacionariedade de segunda ordem, a covariancia e o
semivariograma s3o equivalentes:

1) = Var{Z(s + h) — Z(s)}

= %{Var[Z(s + h)] + Var[Z(s)] — 2C[Z(s + h), Z(s)]}

= $C(0) + 5C(0) — S C(h)
— C(0) = C(h)

2
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Estacionariedade de intrinseca:

— Uma func3o aleatéria é instrinsecamente estacionaria, se para qualquer
translacdo h, as primeiras diferencas Z(s + h) — Z(s) sdo estacionarias de
segunda ordem.

e E(Z(s+h)—Z(s)) =0

o V(Z(s+h) - Z(s)) = 2+(s)

— A grandeza 27(s) é conhecida como variograma, e é um parametro de
extrema importancia em geo-estatistica.
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Variograma/Semivariograma

— O objectivo primordial da geo-estatistica é a previsdo
(Krigagem/interpolacdo espacial) do fenémeno em estudo em lugares n3o
amostrados;

— A interpolc3o espacial depende da analise variografica;

— O semivariograma é dados por :

1) = SV (Z(s:) — Z(s)). Vs 5 € R

— O variograma é usado para descrever a dependéncia espacial da variavel
regionalizada.
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— Se o preocesso for estacionario de segunda ordem e instriscecamente
estacionario, ent3o:

1 1
1(h) = V(Z(s+ h) ~ Z(s) = SE((Z(s +h) — Z(3))").
mostra como a dissimilaridade entre Z(s + h) e Z(s) aumenta com a
distancia h.

— O semivariograma que depende apenas da distancia de separacdo das
observacdes, e n3o da direcdo, é tido como isotrépico. Se este, por sua vez,
for intrinsecamente estacionario, o processo é tido como homogénio.

Dr. Rachid Muleia, PhD in Statistics (Univers Fundamentos de Geoestatistica Fevereiro de 2023 20/92



Semivariograma experimental

— Na pratica usa-se o semivariograma experimental para estudar a
dependéncia espacial dos dados;

— Usa os dados observados da variavel regionalizada para estimar
variabilidade espacial do fenémeno em estudo;

— O estimador do semivariograma é dado por:

A(h) = 2#;(,1) N%) (Z(si + ) — Z(s:))%,

e é designado por estimador classico. #N(h) representa o niimero de pares
de observacoes que sao separados por uma distancia h;
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— A representacdo gréfica de §(h) versus |h| é designada por
semivariograma experimental;

— O estimador do semivariograma 4(h) é um estimador ndo enviesado:

1

EG(R) = E( 5

> (Z(si+h) = Z(s:)?) = 7(h)

N(h)

Geralmente, na pratica, o semivariograma é calculado para distancias
inferiores a metade do diametro do dominio de estudo. Isto porque, o
nimero de pares diminue com a distancia, e para distancias maiores, o
nimero de pares n3o é suficiente para produzir estimativas crediveis.
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path='C:/Users/Rachid/Dropbox/File requests/EXAME_ISCISA_2021/Fotos/ISCISA/Geostatistics Class Material/Lecture
hiv.df_prop=read.csv(paste(path, 'hiv_prev.csv', sep='/'), header=TRUE); head(hiv.df_prop)

## lat long prev
## 1 -15.27855 32.12809 0.000000
## 2 -25.95078 32.33560 25.000000
## 3 -25.83233 32.34203 13.888889
## 4 -25.34178 32.35649 14.893617
## 5 -25.94245 32.44658 .620690

6 -25.82849 32.45118 6.976744

©

##

R s
o O @«
L]

ol .
o :
. o‘ ©

R

Figure 2: Prevaléncia de HIV/SIDA por area de enumeracdo (AE)
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##install.packages('geoR') # primeiro instalar o pacote geoR
suppressMessages ({library('geoR')}) # chamar o pacote geoR
hiv_geo=as.geodata(hiv.df_prop, coords.col = c(2,1),data.col = 3)
summary (hiv_geo)

## Number of data points: 270

##
## Coordinates summary
## long lat

## min 32.12809 -26.16241
## max 40.69896 -10.73105

##

## Distance summary

## min max

## 6.596969e-04 1.726818e+01

#i#t

## Data summary

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

## 0.000000 2.797619 7.643622 8.864440 13.043478 46.511628
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variograma=variog(hiv_geo, max.dist=15)

plot(variograma)

semivariance
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Estimacao robusta do semivariograma

O estimador classico do semivariograma apresenta algumas desvantagens:

o Extremamente sensivel a valores atipicos;

o (Z(s+h)—Z(s))? ~ 2y(h)x3, consequentemente, 2y(h) tem uma
distribuicdo bastante assimétrica;

Como forma de remediar, Cressie and Hawkins (1980) propuseram :

_ 1 1 Nk 1/2
2(h) = 0.457+0.494/N(h){N(h) ; 2 (it h) = 2] }
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Exemplo-DATA BREAK: Dados de pH da Smoky Mountain
@ O pH nas 4guas do riacho pode afectar os organismos do riacho
@ Mudanca do pH pode ser um indicador de poluicdo

o 0 < pH < 14, pH < 7-4cido, pH > 7-alcalino

L
v &
. o ° . 8 .: .
(d
L :o. S .
° ° o b
northing easting ph elevation ® . 3 ° i .
1 -79.19 -22.53 7.91 0.244 7 . ’.. 5 b U I
2 -61.66 -55.39 7.14 0.375 % O -
3 -69.63 -31.93 6.81 0.567 L] e o © P ° i
4 -54.82 -44.38 6.97 0.512 . .. O
5 -62.14 -37.94 7.21 0.408 . [ 4
6 -55.29 -14.60 6.94 0.512 . ol &
7 -62.27 -23.30 6.59 0.506 L3 . o .
8 -55.78 -13.17 6.94 0.488 h
9 -54.48 -28.70 6.94 0.488 = ©
10 -65.00 -6.62 8.43 0.232 - = ;
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E et et S it i S S et et il et A
ph_df=read.table(paste(path, 'ph_data.txt',sep='/'),sep="",header=TRUE)
ph_geo=as.geodata(ph_df,coords.col=c(2,1),data.col=3)

variogram_ph=variog(ph_geo,nax.dis=120)

## variog: computing omnidirectional variogram

variogram_ph

## $u

## [1] 4.614145 13.842436 23.070726 32.299017 41.527308 50.755598
## [7] 59.983889 69.212179 78.440470 87.668760 96.897051 106.125341
## [13] 115.353632

## $v
## [1] 0.0579369 0.1201206 0.1594079 0.1737550 0.1626211 0.2152035 0.2005385
## [8] 0.2732983 0.1865881 0.2541853 0.2295052 0.1987260 0.2042285

## $n
## [1] 42 189 258 339 311 288 286 258 193 174 134 98 79

## $sd
## [1] 0.1185887 0.2396956 0.3161247 0.2687749 0.3072735 0.3543915 0.3181760
## [8] 0.3716392 0.2824465 0.3649581 0.3585341 0.2872941 0.3110783

## $bins.lim

[1] 1.000000e-12 9.228291e+00 1.845658e+01 2.768487e+01 3.691316e+01
## [6] 4.614145e+01 5.536974e+01 6.459803e+01 7.382632e+01 8.305462e+01
## [11] 9.228291e+01 1.015112e+02 1.107395e+02 1.199678e+02

**
*

##

## $ind.bin

## [1] TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
##

## $var.mark
## [1] 0.1930417

## $beta.ols
## [1] 7.1396
Dr. Rachid Muleia, PhD in Statistics (Univers Fundamentos de Geoestatistica Fevereiro de 2023 28 /92




020
1

semivariance

o010
1

o000
1

T T
0 20 40 60 30 100 120

distance

Figure 4: Semivariograma empirico para os valores do pH
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Caracteristicas do semivariograma

T(h) 4 o
Semivariograma
20 | Alcance (a)
S [1s
S - ’.\
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o305
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Figure 5: Parametros do semivariograma.
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Efeito pepita- Valor do semivariograma para h = 0. Representa micro
variacdes devido a erros de medic3o.

Amplitude- Distdncia em que o variograma atinge o patamar, ou por outra,
distancia a partir da qual os dados n3o estdo correlacionados.

Patamar/soleira-Valor do semivariograma para uma distancia igual a
amplitude.
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Figure 6: Caracteristicas do semivariograma.
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Ajustamento do modelo de semivariogram

— O processo de interpolacdo espacial por meio de Krigagem depende da
escolha de um modelo tedrico de semivariograma.

— O modelo tedrico de semivariograma deve cumprir algumas condicdes
o y(h) =~(-h)
e 7(0) =0, visto que, V(Z(s) — Z(s)) =0
@ 7(-) deve ser negativa definida, isto é,

Z Z a;a;y(si —sj) <0

i=1j=1

@ O modelo deve ser isotropico, isto é, o semivariograma depende apenas
da distancia de separacdo entre as observacdes.
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— Para além das proprieadades acima mencionadas, é preciso encontrar um
modelo que que tenha uma curvatura similar a do variograma empirico.

— O semivariograma experimental ndo pode ser usado, pois, ndo cumpre
com as condicdes acima descritas de um modelo de semivariograma tedrico.

— Existem varios modelos de semivariogramas. Para esta disciplina,
vamo-nos limitar nos modelos paramétricos ( modelos com uma expressdo
matematica analiticamente definida).
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Modelo esférico

0, h=0
Y(h,8) = < co+cs[1.5(h/as) = 0.5(h/as)], 0<h<as
co + Cs, h>as

(h. &)

distancia
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Modelo exponencial

0, h =

h,0) =
i ) co + ce[l —exp(—h/a.)], h>ae

Seivariograma

@ A soleira é alcancada assimptopticamente quando |h| — co

e Amplitude prética/efectiva a’ = 3a corresponde a distancia na qual o
valor do semivariogram é 95% da soleira
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Modelo Gaussiano

0, h=0

h,0) =
v(h.0) co + ¢g[1 — exp((=h/ag)®)], h>a,

Semivariograma

@ A soleira também é alcancada assimptopticamente

e Calcule a amplitude efectiva para o modelo Gaussiano (Exercicio)
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— Minimos quadrados ordinarios- A estimac3o é feita minimizando a
seguinte expressao:

min 3" (v(k) - 4(h))’
h

— Minimos quadrados ponderados-Os quadrados dos residuos sdo
atribuidos um ponderador.

@ Pode se usar nimero de pontos que distam h, isto é, N(h)
. . 2
min > N(h)(y(h) —4(h))
h

N(h)
v(h)?'

o MQP de Cressie tem como ponderador logo, a estimacao é

feita usando:

minZN(h)(M - 1)2

/)
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Exemplo

ph_geo=as.geodata(ph_df,coords.col=c(2,1),data.col=3)

variogram_ph=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE)

fitl=variofit(variogram_ph,cov.model="sph",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0,weights="'equal',messages=FALSE)

fit2=variofit(variogram_ph,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0,weights="'equal',messages=FALSE)

fitl

## variofit: model parameters estimated by OLS (ordinary least squares):
## covariance model is: spherical

## parameter estimates:

##  tausq sigmasq phi

## 0.0434 0.1786 60.3042

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 60.30417

## variofit: minimised sum of squares = 0.0021
fit2

## variofit: model parameters estimated by OLS (ordinary least squares):
## covariance model is: exponential

## parameter estimates:

##  tausq sigmasq phi

## 0.0675 0.2077 59.9998

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 179.7434

##

## variofit: minimised sum of squares = 0.0056
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ph_geo=as.geodata(ph_df,coords.col=c(2,1),data.col=3)
variogram_ph=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE)
fit3=variofit(variogram_ph,cov.model="sph",ini.cov.pars=c(0.23,100),
fix.nugget=FALSE,nugget=0,weights="'npairs',messages=FALSE)
fit4=variofit(variogram_ph,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0,weights="'npairs',messages=FALSE)
fit3

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: spherical

## parameter estimates:

##  tausq sigmasq phi

## 0.0615 0.1622 65.9554

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 65.95537

## variofit: minimised weighted sum of squares = 0.4801
fit4

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: exponential

## parameter estimates:

##  tausq sigmasq phi

## 0.0279 0.2049 25.1745

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 75.4161

##

## variofit: minimised weighted sum of squares = 0.607
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# modelo sem efeito pepita
ph_geo=as.geodata(ph_df,coords.col=c(1,2),data.col=3)
variogram_ph=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE)
fit31=variofit(variogram_ph,cov.model="sph",ini.cov.pars=c(0.23,100),

fix.nugget=TRUE,nugget=0,weights="'npairs',messages=FALSE)
fit41l=variofit(variogram_ph,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),

fix.nugget=TRUE,nugget=0,weights="'npairs',messages=FALSE)
fit31

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: spherical

## fixed value for tausq = O

## parameter estimates:

## sigmasq phi

## 0.2215 54.5730

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 54.57299

##

## variofit: minimised weighted sum of squares = 0.9122

fitdl

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: exponential

## fixed value for tausq = 0

## parameter estimates:

## sigmasq phi

## 0.2295 21.7987

#*

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 65.30313
##
## variofit: minimised weighted sum of squares = 0.6449
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ph_geo=as.geodata(ph_df,coords.col=c(2,1),data.col=3)
variogram_ph=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE)
fitb=variofit(variogram_ph,cov.model="sph",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.01,weights="'cressie',messages=FALSE)
fit6=variofit(variogram_ph,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.01,weights="'cressie',messages=FALSE)
fits

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: spherical

## parameter estimates:

##  tausq sigmasq phi

## 0.052 0.170 60.000

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 59.99996

## variofit: minimised weighted sum of squares = 14.7584
fité

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: exponential

## parameter estimates:

##  tausq sigmasq phi

## 0.03562 0.2015 27.0918

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 81.15985

##

## variofit: minimised weighted sum of squares = 13.1579
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var_fit=list(fitl,fit2,fit3,fit4,fit5,£it6)
plot(variogram_ph)
for(i in 1:6){
lines(var_fit[[i]],1ty=i,col=i, 1lwd=2)
¥
legend('topleft',legend = c('Esferico MQO','Exp MQO', 'Esf MQP',
'Exp MQP','Esf cressie','Exp cressie'), 1lty=1:6,col=1:6)
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A~

— As estimativas do semivariograma, isto é 4(h), estdo correlacionadas e
tém variancias diferentes.

— MQO pressupdes que as observacoes sejam independentes com varidncia
constante.

— Como alternativa, pode-se usar o método dos minimos quadrados
ponderados.

— Uma outra alternativa é o método dos minimos quadrados generalizados

(MQG).
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Anisotropia

— Os modelos de semivariograma vistos até aqui sdo para fenémenos
isotrépicos, isto é, que dependem apenas da separacdo (distancia) entre as
obseravacoes.

— Na pratica, maior parte dos processos geoespaciais é de natureza
anisotrépica, o que quer dizer que para além da distancia, dependente
também da direccdo.

— A anisotropia pode ser identificada com base no semivariograma
experimental, calculado para vérias direccGes.
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Anisotropia geométrica- Ocorre quando a amplitude varia consoante a

direccdo mas a soleira matem-se constante.

(i)
1.5

0 1 2 3 4 5 6 7 h

——=- 6=300 —— 6=120°
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Correccdo da anisotropia

Y X X

[ Y
@

% X

(a) (b) (©)

Converter a anisotropia geométrica em um processo isotropico
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Para o caso, em que, os eixos da elipse ndo coincidem com os eixos do
sistema cartesiano ortogonal, antes de calcular as distancias transformadas,
é preciso aplicar a rotacdo dos eixos, de tal maneira que estes coincidam.

A"\ cos ¢ sin ¢ Az (1)
Ay )] \—sing/R cos¢p/R) \ Ay

onde R = amin/Cmaz, AT =23 — 21 e Ay=y2 —y—1e ¢ =90° — ;.
As novas distancias ser3o calculadas usando a férmula:

0[] = \/(Az')? + (Ay/)?

Os valores do semivariograma teérico sdo calculados com base nas
distancias isotropadas.

Dr. Rachid Muleia, PhD in Statistics (Univers Fundamentos de Geoestatistica Fevereiro de 2023 48 /92



— A férmula apresentada no slide anterior é generalista. Todavia, para o
caso onde as eixos da elipse coincidem com os eixos do sistema cartesiano
ortogonal, as distancias isotropadas podem ser calculados com base na
seguinte férmula:

0[] = \/(Az/ay)? + (Ay/ay)?

— A amplitude do semivariograma nas varias direccoes terd uma amplitude
igual a 1.
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— Se optarmos por transformar a anisotropia num semivariograma de
referéncia (por exemplo, o de maior amplitude em vez do semivariograma
com amplitude igual a 1), entdo a distancia h “isotropizada” fica igual a :

W] = Az (a0/a0)? + Ay (a0 /ay)?

onde a, é a amplitude se semivariograma de referéncia e r, = a,/ay,,
Ty = ax/ay, s3o os factores de anisotropia nos 2 eixos principais.
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Exemplo- pH do Smoky Mountain
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R = T e i S e e R Wi
var2=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE, direction=pi/2.57)
var3=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE, direction=pi/3.6)
var4=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE, direction=pi/6)
var5=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE, direction=pi/18)
var6=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE, direction=0.944*pi)

fitl=variofit(varl,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.02,weights='npairs',messages=FALSE)
fit2=variofit(var2,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.02,weights='npairs',messages=FALSE)
fit3=variofit(var3,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.02,weights='npairs',messages=FALSE)
fit4=variofit(var4,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.02,weights="'npairs',messages=FALSE)
fitb=variofit(var5,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.02,weights="'npairs',messages=FALSE)
fit6=variofit(var6,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.02,weights="'npairs',messages=FALSE)
fitl; fit2

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: exponential
## parameter estimates:

## tausq sigmasq phi

#i# 0.0436 7265.8673 139439.7379

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 417724.1
##

## variofit: minimised weighted sum of squares = 0.9011

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: exponential

## parameter estimates:

## tausq sigmasq phi

## 0.0475  122.5758 31611.0551

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 94698.26

##

## variofit: minimised weighted sum of squares = 1.0231
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variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
covariance model is: exponential
parameter estimates:
tausq sigmasq phi
0.0300 0.2817 58.4009
Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 174.9536

variofit: minimised weighted sum of squares = 1.1912

variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
covariance model is: exponential
parameter estimates:
tausq sigmasq phi
0.0667 0.1424 60.0115
Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 179.7783

variofit: minimised weighted sum of squares = 0.2707

variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
covariance model is: exponential
parameter estimates:
tausq sigmasq phi
0.0854 0.0980 60.0260
Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 179.8217

variofit: minimised weighted sum of squares = 0.6764

variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
covariance model is: exponential
parameter estimates:
tausq sigmasq phi
0.0921 16.7275 10045.3723
Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 30093.25

variofit: minimised weighted sum of squares = 0.75
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— Os semivariogramas experimentais apresentados na pagina 51 sugerem
que o processo é anisotrépico;

— O modelo exponencial apresenta melhor ajuste na direccdo m/2;

— Os semivariogramas experimentais nas direc¢des /6, 7/18 e 0.944,
apresentam uma tendéncia, isto é, a medida que a distdncia aumenta o
semivariograma aumenta;

— Quando o processo apresenta uma tendéncia, antes de calcular o
semivariograma € preciso remover a tendéncia;

— Sendo o processo anisotrépico, o ideal é ajustar um semivariograma
anisotroépico;
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Remoc&o da tendéncia (DRIFT)

— A presenca notavel da téndencia faz com que o pressuposto da
estacionariedade seja violado;

— A tendéncia torna as estimativas do semivariograma viciadas.
Consequentemente, pode afectar negativamente o exercicio de interpolacdo
espacial.

Como identificar??

— A tendéncia pode ser identificada a partir do semivariograma
experimental, através de um comportamento crescente acima da soleira.
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— A forma funcional da tendéncia, geralmente, é desconheciada;

— Se a tendéncia for linear, ajusta-se um modelo linear as dados, e
extrai-se os residuos. Ex:

Z(z,y) = Bo + 1z + P2y

— A tendéncia pode, tambem, ser identificada a partir do diagrama de
dispersao;
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Exemplo- remocao da tendéncia- Smoky Mountain

trend=1m(ph~easting+northing, data=ph_df)

summary (trend)

##

## Call:

## 1lm(formula = ph ~ easting + northing, data = ph_df)
##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -1.03489 -0.23082 -0.05789 0.20716 1.16752

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

## (Intercept) 7.138924 0.045898 155.539 < 2e-16 ***
## easting 0.009396  0.002217  4.239 6.57e-05 **x
## northing -0.002858 0.001462 -1.954 0.0546 .
## ---

## Signif. codes: 0 's*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 0.3975 on 72 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.2037, Adjusted R-squared: 0.1816
## F-statistic: 9.209 on 2 and 72 DF, p-value: 0.0002746

res=trend$residuals
res_df=cbind(ph_df,res)
res_geo=as.geodata(res_df,coords.col=c(2,1),data.col=5)
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res_variog=variog(res_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE, direction=0.944*pi)

res_fit=variofit(res_variog,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.02,weights="'npairs',messages=FALSE)

res_fit

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: exponential

## parameter estimates:

## tausq sigmasq phi

##  0.0906 0.4164 263.4559

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 789.2432

## variofit: minimised weighted sum of squares = 0.2248
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var_trend=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE, direction=0.944*pi,trend ="1st")

fit_trend=variofit(var_trend,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.02,weights="'npairs',messages=FALSE)

fit_trend

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: exponential

## parameter estimates:

## tausq sigmasq phi

## 0.0906 0.4164 263.4559

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 789.2432

## variofit: minimised weighted sum of squares = 0.2248

var_trend.quadra=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE, direction=0.944%pi,trend ="2nd")
fit_trend.quadra=variofit(var_trend.quadra,cov.model="exponential",ini.cov.pars=c(0.23,60),
fix.nugget=FALSE,nugget=0.02,weights="'npairs',messages=FALSE)

fit_trend.quadra

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: exponential

## parameter estimates:

##  tausq sigmasq phi

## 0.0958 0.0560 60.0282

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 179.8283

## variofit: minimised weighted sum of squares = 0.4085
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Anisotropia zonal- ocorre quando, para vérias direccGes a soleira é diferente.
Geralmente, este tipo de anisotropia é dificil de encontrar na pratica. O que

tem acontecido, é encontrar uma combicao da anisotropia geométrica e
zonal.

v
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Interpolacao espacial

— Estimar valores em locais ndo amostrados usando observac¢des vizinhas;
— Assume-se que o atributo de interesse é continuo em todo dominio;

— Assume-se que o atributo é espacialmente dependente, com maior

similaridade para dados mais proximos, e maior dissimilaridade para dados
mais afastados;

Pode-se destacar dois tipos de interpolcdo: deterministica e estatistica.
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Interpolacdo inversa da distancia ponderada (VD)

— A IVD é simplismente a média ponderada das observacoes vizinhas;

— A interpolacdo de um ponto ndo amostrado pode ser calculada usando:

n

Z(So) = Z )\Z’Z(Si)

=1

A; representa o peso atribuido observacdo amostrada. O \; depende da
distancia entre o valor amostrado e o ponto a ser estimado, e é dado por:

-Pp
dy;

i = -
S doy

dp,; representa a distancia entre o ponto sg e s;
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— A soma dos pesos deve ser igual a 1, isto é, > 1" \;;
— Geralmente, para p usa-se valores entre 1 e 3;
— p = 2 da origem a inverso do quadrado da distancia;

— Assumir p = 0 é mesmo que usar a média aritmética para estimar o valor
de Z(So);

— A medida que o p aumenta, os pesos vao diminuindo em func3o da
distancia;
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Exemplo-1VD

1.0

S4q S5
V2 1.0
Z(sy)= 2
Z(sp)=-3
Z(s3)= 3
s 10 i 53 Z(sg)=-4
Z(s)= 2
s Jizs 2oy
Sy

— Uma estimativa razoavel para sg é a média aritmética;

— Usando IVD as os valores em sy e s4 terdo menor; contribuicdo.

— Considerando p = 2, tem-se que Z(sp) = 0.53;
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Exemplo-llustracao em R

library(sp)

library(gstat)

# valores amostrados

X = c(61,63,64,68,71,73,75)

Y = c(139,140,129,128,140,141,128)

Z = c(477,696,227,646,606,791,783)

# locais ndo amostrados. Qual é o walor de Z1
X1 = 65; Y1 = 137

obser_dt = data.frame(X,Y,Z)
coordinates(obser_dt)= ~ X + Y
nao_obser_dt = data.frame(X1,Y1)
coordinates(nao_obser_dt)=~ X1 + Y1
idwmodel = idw(Z ~1, obser_dt,nao_obser_dt,
maxdist = Inf, idp = 2)

## [inverse distance weighted interpolation]
predZ= idwmodel@data$varil.pred
predZ

## [1] 597.6204

Este exemplo foi extraido em https://rpubs.com/hungle510/202761
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EvAarmmnla IN/N ~nAavAa intarnAala~SA A~ HIV/
path='C:/Users/lucp8943/Dropbox/Geostatistics Class Material/Lecture notes'
hiv.df_prop=read.csv(paste(path, 'hiv_prev.csv', sep='/'), header=TRUE); head(hiv.df_prop)
shpl<-readOGR ("MZGE52FL.shp")

shp<-readOGR("MOZ-level_1.shp")

# create outer boundary

shp2 <- gUnaryUnion(shp)

plot(shp)

plot(shp2, add=T, border = 'red')

# create coordinates of outer boundary
extractCoords <- function(sp.df)
{
results <- list()
for(i in 1:length(sp.df@polygons[[1]]@Polygons))
{
results[[i]] <- sp.df@polygons[[1]]@Polygons[[i]]@coords

results <- Reduce(rbind, results)
results
}

coord<-extractCoords (shp2)

# make grid within area

plot.x = seq(30.21786,40.84447,0.1)

plot.y = seq(-26.86867,-10.47188,0.1)
x.pred = expand.grid(plot.x, plot.y)[,1]
y.pred = expand.grid(plot.x, plot.y)[,2]
pred.loc = data.frame(cbind(x.pred,y.pred))
pred.loc2<-SpatialPoints(pred.loc)
point.in.polygon = over(pred.loc2,shp2)

plot(shp2)
points(pred.loc2[!is.na(point.in.polygon),],cex=0.2)
coordinates(hiv.df_prop)= ~ long +lat

coordinates(pred.loc)=~x.pred+y.pred
idwmodel = idw(prev ~1, hiv.df_prop,pred.loc,
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Exemplo- IVD para interpolacdo do HIV (Cont.)

Figure 7: Do lado esquerdo temos valores observados e do lado direito temos
valores previsto para todo o dominio
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Interpolacao por Krigagem

— Krigagem- Técnica geoestatistica para interpolacdo espacial;

— lgual ao IVD, a Krigagem usa valores vizinhos para prever locais nao
amostrados ou estimar a média sobre um determinado bloco;

n

Z(So) = Z )\iZ(Si)

=1

— A Krigagem é conhecida como um interpolador exacto;
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Salientar que, a qualidade da interpolacdo depende de vaérios factores,
nomeadamente:

i) tamanho da amostra e a qualidade dos dados;

ii) localizacdo das observacdes (uniforme ou agrupados);

iii) distancia entre os pontos observados e o ponto a ser previsto;

iv) continuidade espacial da variavel aleatéria;

Os métodos de Krigagem levam uma vantagem sobre os outros métodos de
interpolacdo, pois para além de considerar a caracteristica geométrica do
processo, consideram também a estrutura espacial do fenémeno.
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Nocao de vizinhanca

Krigagem usa valores circunvizinhos para estimacdo/previsdo de uma local
n3o amostrado.

1. Todos valores amostrados s3o incluidos na interpolacdo;
» O impacto das observacdes distantes é insiginificante;

> Inclusdo de todas observcdes exige que o processo seja estacionario em
todo o dominio;

2. Apenas os pontos mais préximos do local a ser interpolado é que s3o
considerados;

» Apenas exige-se que o processo seja estacionario de segunda ordem ou
quase intrinsecamente estacionario;
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N3o existe uma regra clara para definir a dimens3o da vizinhanca, contudo
Webster & Oliver (2001) sugerem algumas directrizes:

1. Se os dados forem densos e o semivariograma tiver efeito pepita menor,
entdo o raio da vizinhanca pode ser igual a amplitude ou amplitude
pratica;

2. Se os o efeito pepita for maior, observacées distantes do ponto a ser
previsto irdo ter um impacto significativo na interpolacdo e por essa
razao devem ser incluidos na vizinhanca;

3. Por outra, pode-se definir a vizinhanca em termos de niimero minimo e
maximo de observacdes préoximos do ponto a ser interpolado.
Geralmente recomenda-se um minimmo de n ~ 7 e um maximo
n == 20.
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Krigagem ordinaria

Considere-se que uma funcao aleatdria seja estacionaria de segunda ordem,
entao

ElZ(s)l = n

com covariancia definida por:

E[Z(s) (s + h)] -

e variograma dado por

E([Z(s+h) — Z(s)?)
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A interpolacdo por Krigagem é dada por

Z*(So) = Z )\ZZ(Sl)
i=1
A interpolacao depende dos valores dos \;

1. Estimador n3o enviesado

n

E[Z*(s0)] = p Z Ai = E[Z(s)]

2. Variancia do erro de estimacgdo (erro quadratico médio) deve ser

minima. O que significa minimizar E[(Z*(so) - Z(so))ﬂ sujeito a
restricdo > ;- A =1
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Usando o método dos multiplicadores de lagrange os pesos (\;) podem ser
calculados usando a seguinte expressao:

onde
A1 v(81 — 81)
A2 v(s2 — s1)
A= |, I'= :
)\n ’Y(Sn — 81
m 1

A =T,

v(81 = 8n)
7(52 - Sn)
Y(8n — 8n)

Fundamentos de Geoestatistica

1 Y(s0 — s1)
1 v(sp — s2)
v = ;
1 Y(s0 — sn)
0 1
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A varidncia de estimativa resultante da Krigagem é dada por:
n
o*(s0) = My =D Aiv(so—si) +m
i=1

Assumindo-se que o erro de previsdo Z*(so) — Z(sp) segue distribuicdo
normal, ent3o o intervalo de previsdo a 95% serd dado por:

(Z*(s0 % 1.960(s0))
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Exemplo - Krigagem ordinéria (pontual)
— Considere exercicio no slide 67.

— Considere, igualmente, um semivariograma esférico com ¢g =0, ¢cs =1 e
a=1.5

A] [ 0 0.852 0.995 1.00 0.995 11 [0.852]  [0.256809]
Ao 0.852 0 0.852 100 1.00 1 0.995 0.049996
A3| 0995 0.852 0 0911 1.00 1 0.852|  |0.241484
M| T 100 100 0911 0 1.00 1 0.911| ~ [0.186251
A5 0.995 1.00 1.00 100 0 1 0.852 0.265459
m] |1 1 1 1 1 ol | 1| [0118743

Z*(80) = 0.257x62+0.050x (—3)+0.241x3+0.186 x (—4)+0.265x2 = 0.88
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E\/f\mhlf\ n"\flf\“ AI\ hl—l Af\ Cmnll\l “Af\lln+’\:n
ph_geo=as.geodata(ph_df,coords.col=c(2,1),data.col=3)
variogram_ph=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,n ages = FALSE)
fit3=variofit(variogram_ph,cov.model="sph",ini.cov.pars=c(0.23,100),
fix.nugget=FALSE,nugget=0,weights='npairs',messages=FALSE)
x.range=as.integer (range(ph_df[,1]1))
y.range=as.integer (range(ph_df[,2]))
grd=expand.grid(x=seq(from=x.range[1], to=x.range[2], length.out=50),

seq(fron .range[1], to=y.range[2], length.out =50))
kg_ph=krige.conv(ph_geo,locations = grd, krige = krige.control(obj.m = £it3))
## krige.conv: model with constant mean
## krige.conv: Kriging performed using global neighbourhood
kg_ph$predict
#i# [1] 7.308242 7.286815 7.257535 7.223387 7.192816 7.167306 7.146242 7.126020
#i# [9] 7.103787 7.080872 7.056975 7.031615 7.019327 7.007065 6.989325 6.968901
##  [17] 6.950733 6.942323 6.948501 6.976496 7.018352 7.066827 7.179687 7.291974
##  [26] 7.372481 7.422265 7.450354 7.467347 7.482102 7.498229 7.516474 7.536553
##  [33] 7.557614 7.578573 7.597988 7.615639 7.628826 7.636905 7.640956 7.639331
##  [41] 7.630393 7.619320 7.607137 7.594626 7.584877 7.576486 7.561943 7.537759
##  [49] 7.504155 7.467748 7.309336 7.287117 7.257313 7.222630 7.191364 7.165117
## [57] 7.143185 7.121556 7.098915 7.075831 7.051864 7.028314 7.013050 6.999818
## [65] 6.983992 6.966790 6.952468 6.945976 6.951796 6.974345 7.008500 7.058825
## [73] 7.144774 7.236176 7.307538 7.355848 7.387020 7.409348 7.429696 7.451964
##  [81] 7.476419 7.502606 7.529284 7.555393 7.580196 7.601843 7.618469 7.630029
##  [89] 7.638311 7.639510 7.633150 7.623603 7.613173 7.602654 7.595528 7.589950
##  [97] 7.577693 7.556989 7.523764 7.486218 7.309814 7.286994 7.257229 7.222357
## [1056] 7.190180 7.163195 7.140387 7.118218 7.095798 7.073251 7.050310 7.028878
## [113] 7.011938 6.997234 6.982175 6.967052 6.955654 6.950624 6.958060 6.979060
## [121] 7.010043 7.056114 7.121813 7.192826 7.252086 7.295008 7.325643 7.350741
## [129] 7.375376 7.403145 7.433952 7.466363 7.499084 7.530616 7.560657 7.587046
## [137] 7.607370 7.622816 7.634286 7.638217 7.634277 7.626454 7.616518 7.607537
## [145] 7.602812 7.599602 7.589568 7.570810 7.540986 7.503959 7.309697 7.286722
41Q 7 _N72RNA
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Figure 8: A figura mostra as interpolacdes, do lado esquerdo por Krigagem e do
lado direito por Inverso da distancia.
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Durante o processo do estudo da continuidade espacial observou-se que,
este processo apresenta um comportamento anisotrépico.

# Desenho da malha para efeitos de Krigagem

# esta malha contem os pontos que serdo considerados

# como locais ndo amostrados , para os quais serdo feitas
# as interpolagdes

plot.x = seq(-60.93033 , 47.48567,0.1)

plot.y = seq(-87.08972,79.58228,0.1)

x.pred = expand.grid(plot.x, plot.y)[,1]

y.pred = expand.grid(plot.x, plot.y)[,2]

pred.loc = data.frame(cbind(x.pred,y.pred))
pred.loc2<-SpatialPoints(pred.loc)

point.in.polygon = over(pred.loc2,sps)

plot(sps)
points(pred.loc2[!is.na(point.in.polygon),],cex=0.2)
plot.index = matrix(point.in.polygon, nrow=length(plot.x), ncol=length(plot.y))

# Krigagem com correcgdo da anisotropia
kg_ph=krige.conv(ph_geo,locations = pred.loc,
krige = krige.control(cov.model ='exponential',nugget =0,
cov.pars =c(0.2725,36.25),aniso.pars = c(7*pi/18,36.25/16.93) ))

pred.kg=kg_ph$predict

# visualizagdo das intgerpolagdes por Krigagem

plot.mean.kg= matrix(pred.kg, nrow=length(plot.x), ncol=length(plot.y))
plot.mean.kg[is.na(plot.index)] = NA

image.plot (x=plot.x,y=plot.y,z=plot.mean.kg,xlab="",ylab="")

contour(x:plot.x,y:plot.y,z:plot.mean.kg,xlab:”",ylab:”",add:TRUE, drawlabels=FALSE)
plot(sps,add=T)
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Figure 9: Distribuicdo espacial do pH. Valores interpolados com correccdo da
anisotropia geométrica
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Krigagem Simples

— Este método n3o difere tanto da Krigagem Ordinaria;

— Assume que a média do processo é conhecida;

— O processo de interpolacdo leva em consideracdo o conhecimento da
média;
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Visto que a média é conhecida o caculo dos pesos sera feito apenas com
base na funcdo de covariancia.

A= Cilc(),
onde
)\1 0(81—81) C(Sl —Sn) C(So—sl)
2= )\.2 7C _ C(SQ .7 81) . 0(82 .* Sn) e — C(SO — 82)
An C(sp—81) ... C(sp—8n) C(sp — 8n)

A variancia da estimativa para krigagem simples é dada por:

U%{S = C(O) — )\TCO
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Exemplo Krigagem Simples

Considere a figura (lado esquerdo) e a tabela abaixo (lado direito)

00 3 T T T

.
130

indice X Y  Medicbes
i 1 1 10 20 40
2 30 280 130
3 250 130 90
4 360 120 160

Assuma que o atributo em estudo tem uma média de 110 e uma funcdo de
covariancia C'(h) = 2000 exp ( — %) Se o ponto a ser estimado 'e

xo = (180, 120). Calcule os peso e o valor do atributo para o ponto n3o
amostrado.
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x=c(10,30,250,360,180)
y=c(20,280,130,120,120)
XY=as.matrix(cbind(x,y))
dist=matrix(data=NA, nrow=5,ncol=5)

for(i in 1:5){
for(j in 1:5){
dist[i,jl=sqrt((XY[i,11-XY[j,11) " 2+(XY[i,2]-XY[j,2])"2)
}
}

Cov=matrix(data=NA, nrow=5,ncol=5)
for(i in 1:5){
for(j in 1:5){
Covl[i,j1=2000%exp(-dist[i,j]/250)
¥
}

Covi=Cov[1:4,1:4]
Cov0=Cov[1:4,5]

Cov0=t (Cov0)
w=solve(Cov1)%*Jt (Cov0)

w

## [,1]

## [1,] 0.184679065
[2,] 0.128482048

## [3,] 0.645838236
[4,]

-0.001128155
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Krigagem Universal

— A Krigagem oridnéria, assim como, a Krigagem simples assumem que a
méedia do processo no campo aleatério é costante.

— Na pratica, campos ambientais e geoldgicos muitas vezes apresentam
valores médios n3o constantes (a média do processo ndo é constante em
todo espaco aleatdrio).

Z(@) = u(s) + e(s)

onde, u(s) é uma funcdo que depende da localizacdo (s), e €(s) é um
processo estaciondrio de segunda ordem (com média zero).
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A componente p(s) caracteriza a tendéncia do processo (e designa-se por
drift). Suponha que p(s) pode ser representado como uma combinagdo

linear de fungdes conhecidas { f;(s),l =1,--- ,k}, com coeficientes
desconhecidos ${a_I} $

k
p(s) = afi(s)
=1

A média do processo bem como a covaridncia podem ser expressas da
seguinte forma:

k
E[Z(s)] = Y_aifi(s)
=1
E{[Z(s1) — n(s1)][(Z(s2) — p(s2)]} = Ele(s1)e(s2)] = C(s1 = s2)
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Tal como a Krigagem Ordinaria, a Krigagem Universal também é um
interpolador que resulta da combinacao linear das observacGes circundantes
ao local a ser estimado,

n

Z*(So) = Z /\Z'Z(Si)

i=1
onde \; é escolhido de tal maneira que o estimador seja ndoo enviesado e

erro de estimacdo seja minimo. O estiamdor serd n3o enviesado, se e

somente se, E[Z*(so)] = E[Z(s0)], ou

k n

n k
D Ain(si) = plso) = Y ar > Xifilsi) = > aifi(so)
i=1 =0

=0 =1

O interpolador s serd ndo-enviesado, se e somente se,

i1 Aifi(si) = fi(so).
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A varidncia para este interpolador pode ser dada por:

oxu(z0) = E{[Z*(s0)—Z(50)]*} = ZZA NiC(si,85) 22)\ ;C (84, 50)+C(0)
=1 j=1
(2)

Esta expressdo deve ser minimizada sob a condicdo de n3o-enviesamento
Yoy Aifi(si) = fi(so). isto pode ser feito usando multiplicador de
lagrange, que ird resultar no seguinte sistema de equacoes:

n k

Z/\jo(si_sj)_zalfl(si) :C(si_30)7 i:1a27"'7n

Jj=1 =0

n (3)
> Aifilsi) = filso), 1=0,1,2,--- ,k

=1
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Krigagem Indicatriz

A krigagem indicatriz consiste na aplicacdo da krigagem ordinaria numa

variavel transformada, isto é, uma variavel resultante da aplicacdo da funcdo
nao linear:

tal que

P(I(S,ZT) = 1) = P(Z(S) < ZT) = FZ(s)(ZT)
P(I(S,ZT) = 0) = P(Z(S) > ZT) =1- FZ(s)(ZT)
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Krigagem Indicatriz

Se assumirmos que a variavel regionalizada em estudo é estaciondria de
segunda ordem, entdo, tem-se:

E(I(37 ZT)) = FZ(S) (ZT) (4)

V(I(s,2r)) = Fzs)(27)(1 —2(s) (21)) (5)

Cyr(h)=E(I(s,zr)I(s+ h,zr)) — E(I(s,27))E(I(s + h, z1))
= P(I(s,zr)I(s+ h,zr)=1)— P(I(s,2r) =1)P(I(s+ h,zr) ="

= Fz(e),2(s+h)(27) — (Fz()(21))
(6)
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Krigagem Indicatriz

A relacdo entre o variograma e covariograma fica definido da seguinte forma

’Y(h) = CZT (0) - CZT(h)
= V(I(s0,27)) — Cop(h, 27) (7)
= Fy(s)(21) = Fy(s),2(s+h) (21)

A interpolacdo por krigagem ordinario para uma variavel regionalizada
indicadora é dada por :

n

I(So, ZT) = Z )\Z'I(SZ', ZT)
i=1

Os \; sdo obtidos seguindo o mesmo procedimento da krigagem ordinaria

A krigagem indicatriz requer variograma da variavel indicadora para cada
teor de corte
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Krigagem indicatriz - variancia da estimativa

V(I*(s,27)) =I"(s,2r)(1 — I*(s, 27))
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