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Interpolacao espacial

m Estimar valores em locais ndo amostrados usando observacdes vizinhas
m Assume-se que o atributo de interesse é continuo em todo dominio

m Assume-se que o atributo é espacialmente dependente, com maior similaridade
para dados mais proximos, e maior dissimilaridade para dados mais afastados

m Pode-se destacar dois tipos de interpolcio: deterministica e estatistica
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Interpolacdo inversa da distancia ponderada (VD)

m A IVD é simplesmente a média ponderada das observacGes vizinhas;

m A interpolacdo de um ponto ndo amostrado pode ser calculada usando:

Z(s0) = > _NZ(s)
i=1

A;j representa o peso atribuido observacdo amostrada. O )\; depende da distancia
entre o valor amostrado e o ponto a ser estimado, e é dado por:

—p
do,;

i dof

do,; representa a distancia entre o ponto sg e s;

Ai
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Cont.

= A soma dos pesos deve ser igual a 1, isto & > 7 \;

m Geralmente, para p usa-se valores entre 1 e 3

m p =2 da origem a inverso do quadrado da distancia

m Assumir p = 0 é mesmo que usar a média aritmética para estimar o valor de
Z(s0)

m A medida que o p aumenta, os pesos vao diminuindo em funcdo da distancia
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Exemplo - IVD

1.0

Sq s,
NS 1.0
Z(sy)= 2
Z(sp)=-3

S5

S3

S0
Z(sy)=—4
Z(s5)= 2
+1.25 1.25
Z(sq)=?
S

4

m Uma estimativa razoavel para sg é a média aritmética;

m Usando IVD as os valores em s; e s4 terdo menor; contribuicdo

m Considerando p = 2, tem-se que Z(sp) = 0.53
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Exemplo - ilustracao em R

library(sp)

library(gstat)

# valores amostrados

X = c(61,63,64,68,71,73,75)

Y = c(139,140,129,128,140,141,128)

Z = c(477,696,227,646,606,791,783)

# locais ndo amostrados. Qual é o valor de Z1

X1 = 65; Y1 = 137

obser_dt = data.frame(X,Y,Z)

coordinates(obser_dt)= ~ X + Y

nao_obser_dt = data.frame(X1,Y1)

coordinates(nao_obser_dt)=~ X1 + Y1

idwmodel = idw(Z ~1, obser_dt,nao_obser_dt, maxdist = Inf, idp = 2)
predZ= idwmodel@data$varl.pred

predZ

> 597.6204
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Exemplo - IVD para interpolacao do HIV.

path=’C:/Users/lucp8943/Dropbox/Geostatistics Class Material/Lecture notes’
hiv.df_prop=read.csv(paste(path, ’hiv_prev.csv’, sep=’/’), header=TRUE); head(hiv.df_prop)
shpi<-readOGR ("MZGE52FL.shp")

shp<-read0GR ("M0Z-level_1.shp")

# create outer boundary

shp2 <- gUnaryUnion(shp)

plot(shp)

plot(shp2, add=T, border = ’red’)

# create coordinates of outer boundary
extractCoords <- function(sp.df)
{

results <- list()

for(i in 1:length(sp.df@polygons[[1]]1@Polygons))

{
results[[i]] <- sp.df@polygons[[1]]@Polygons[[i]]@coords
}
results <- Reduce(rbind, results)
results
}

coord<-extractCoords (shp2)
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Cont

# make grid within area

plot.x = seq(30.21786,40.84447,0.1)

plot.y = seq(-26.86867,-10.47188,0.1)
x.pred = expand.grid(plot.x, plot.y)[,1]
y.pred = expand.grid(plot.x, plot.y)[,2]
pred.loc = data.frame(cbind(x.pred,y.pred))
pred.loc2<-SpatialPoints(pred.loc)
point.in.polygon = over(pred.loc2,shp2)

plot (shp2)
points(pred.loc2[!is.na(point.in.polygon),],cex=0.2)
coordinates(hiv.df_prop)= ~ long +lat

coordinates(pred.loc)=~x.pred+y.pred
idwmodel = idw(prev ~1, hiv.df_prop,pred.loc,
maxdist = Inf, idp = 2)
predZ= idwmodel@data$varl.pred
predZ
plot.index = matrix(point.in.polygon, nrow=length(plot.x), ncol=length(plot.y))
plot.mean.idw = matrix(predZ, nrow=length(plot.x), ncol=length(plot.y))
plot.mean.idw[is.na(plot.index)] = NA
image.plot (x=plot.x,y=plot.y,z=plot.mean.idw,xlab="",ylab="")
contour (x=plot.x,y=plot.y,z=plot.mean.idw,xlab="",ylab="",add=TRUE, drawlabels=FALSE)
plot (shp2,add=T)
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Figura: Do lado esquerdo temos valores observados e do lado direito temos valores

previsto para todo o dominio
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Interpolacao por Krigagem

m Krigagem- Técnica geoestatistica para interpolacio espacial;

m lgual ao IVD, a Krigagem usa valores vizinhos para prever locais ndo amostrados
ou estimar a média sobre um determinado bloco;

Z(s0) = > _NZ(s)
i=1

m A Krigagem é conhecida como um interpolador exacto;
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Salientar que, a qualidade da interpolacio depende de vérios factores,
nomeadamente:

m [i)] tamanho da amostra e a qualidade dos dados;

m [ii)] localizacdo das observacdes (uniforme ou agrupados);

m [iii)] distancia entre os pontos observados e o ponto a ser previsto;

m [iv)] continuidade espacial da variavel aleatéria;

Os métodos de Krigagem levam uma vantagem sobre os outros métodos de

interpolacao, pois para além de considerar a caracteristica geométrica do
processo, consideram também a estrutura espacial do fenémeno.
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Nocao de vizinhanca

Krigagem usa valores circunvizinhos para estimacio/previsio de uma local n3o
amostrado.
m Todos valores amostrados s3o incluidos na interpolacio;

= O impacto das observacdes distantes é insignificante;

=» Inclusao de todas observacdes exige que o processo seja estacionario em todo
o dominio;

m Apenas os pontos mais préximos do local a ser interpolado é que sdo
considerados;
=» Apenas exige-se que 0 processo seja estacionario de segunda ordem ou quase
intrinsecamente estacionario
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Cont.

N3o existe uma regra clara para definir a dimens3o da vizinhanca, contudo Webster
Oliver (2001) sugerem algumas directrizes:

m Se os dados forem densos e o semivariograma tiver efeito pepita menor, entdo
o raio da vizinhanca pode ser igual a amplitude ou amplitude pratica;

m Se os o efeito pepita for maior, observacdes distantes do ponto a ser previsto
irdo ter um impacto significativo na interpolacdo e por essa razio devem ser
incluidos na vizinhanca;

m Por outra, pode-se definir a vizinhanca em termos de nimero minimo e maximo
de observacbes proximos do ponto a ser interpolado. Geralmente recomenda-se
um minimo de n ~ 7 e um maximo n =~ 20.
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Krigagem ordinaria

Considere-se que uma func3o aleatéria seja estacionaria de segunda ordem, entao

E[Z(s)] =

com covaridncia definida por:

E[Z(s)Z(s + h)] - 11°

e variograma dado por

E(1Z(s+h) - Z()P)
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Cont.

A interpolacdo por Krigagem é dada por

Z*(So) = Z)\,Z(S,)

A interpolacdo depende dos valores dos A;

m Estimador n3o enviesado

E[Z*(s0)] = “Z)"' = E[Z(s)]

i=1
m Varidncia do erro de estimagdo (erro quadratico médio) deve ser minima. O
que significa minimizar E[(Z*(so) - Z(so))Q} sujeito a restricio > i A\ =1
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Cont.

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange os pesos ()\;) podem ser
calculados usando a seguinte expressao:

A =T,
onde
A Y(s1—s1) - A(si—sn) 1 v(so —s1)
A2 Y(s2—s1) -+ (s2—sn) 1 Y(so — s2)
An 7(5n —S1 ... 7(5n - Sn) 1 7(50 - Sn)
m 1 1 0 1
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A variancia de estimativa resultante da Krigagem é dada por:

0'2(50) = )\T’)’o = Z /\,"7(50 — S,') +m
i=1

Assumindo-se que o erro de previsio Z*(sg) — Z(so) segue distribuicdo normal,
entdo o intervalo de previsdo a 95

(Z*(So + 1960’(50))
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Exemplo

— Considere exercicio no slide 9.
— Considere, igualmente, um semivariograma esférico com ¢g = 0, ¢ = 1 e
a=15

-1

A1 0 0.852 0.995 1.00 099 1 0.852 0.256809
A2 0.852 0 0.852 1.00 1.00 1 0.995 0.049996
Az| _ [0.995 0.852 0 0911 1.00 1 0.852(  10.241484
M| | 1.00 1.00 0.911 0 1.00 1 0.911| = ]0.186251
As 0.995 1.00 1.00 1.00 0 1 0.852 0.265459
m 1 1 1 1 1 0 1 0.118743

Z*(s0) = 0.257 x 62+0.050 x (—3)+0.241 x 3+0.186 x (—4)+0.265 x 2 = 0.88
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Exemplo - Smooky Mountain

ph_geo=as.geodata(ph_df,coords.col=c(2,1) ,data.col=3)

variogram_ph=variog(ph_geo,uvec = seq(0,120,1=10) ,messages = FALSE)

fit3=variofit(variogram_ph,cov.model="sph",ini.cov.pars=c(0.23,100),

fix.nugget=FALSE,nugget=0,weights=’npairs’ ,messages=FALSE)

x.range=as.integer (range(ph_df[,11))

y.range=as.integer (range(ph_df[,21))

grd=expand.grid(x=seq(from=x.range[1], to=x.range[2], length.out=50),
y=seq(from=y.range[1], to=y.range[2], length.out =50))

kg_ph=krige.conv(ph_geo,locations = grd, krige = krige.control(obj.m = £it3))

kg_ph$predict
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Cont.

-60 -40 20 0 20 40

Figura: A figura mostra as interpolacdes, do lado esquerdo por Krigagem e do lado
direito por Inverso da distancia

Docente: Rachid Muleia (DGEO/UEM) Estatistica Aplicada a Recursos Hidricos Ano lectivo: 2023 20/30



Cont

Durante o processo do estudo da continuidade espacial observou-se que, este

processo apresenta um comportamento anisotrdpico.

plot.x = seq(-60.93033 , 47.48567,0.1)

plot.y = seq(-87.08972,79.58228,0.1)

x.pred = expand.grid(plot.x, plot.y)[,1]

y.pred = expand.grid(plot.x, plot.y)[,2]

pred.loc = data.frame(cbind(x.pred,y.pred))

pred.loc2<-SpatialPoints(pred.loc)

point.in.polygon = over(pred.loc2,sps)

plot (sps)

points(pred.loc2[!is.na(point.in.polygon),],cex=0.2)

plot.index = matrix(point.in.polygon, nrow=length(plot.x), ncol=length(plot.y))

# Krigagem com correcgdo da anisotropia
kg_ph=krige.conv(ph_geo,locations = pred.loc,
krige = krige.control(cov.model =’exponential’,nugget =0,
cov.pars =c(0.2725,36.25),
aniso.pars = c(7*pi/18,36.25/16.93) ))

pred.kg=kg_ph$predict

# visualizagdo das intgerpolagdes por Krigagem

plot.mean.kg= matrix(pred.kg, nrow=length(plot.x), ncol=length(plot.y))
plot.mean.kgl[is.na(plot.index)] = NA

image.plot (x=plot.x,y=plot.y,z=plot.mean.kg,xlab="",ylab="")

contour (x=plot.x,y=plot.y,z=plot.mean.kg,xlab="",ylab="",add=TRUE, drawlabels=FALSE)
plot(sps,add=T)
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Cont.

Figura: Distribuicdo espacial do pH. Valores interpolados com correccdo da anisotropia
geométrica
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Krigagem simples

m Este método n3o difere tanto da Krigagem ordinéria
m Assume que a média do processo é conhecida

m O processo de interpolacdo leva em considera¢do o conhecimento da média

Z*(so) = Z NZ(si)+(1— ZN)N
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Visto que a média é conhecida o caculo dos pesos sera feito apenas com base na

funcdo de covariancia.

A= C_ICO,
onde
/\1 C(51 — 51) e C(51 — Sn) C(So — Sl)
)\2 C(52 — 51) s C(52 — Sn) C(So — 52)
A = 7C = 7CO = )
An C(sh—s1) ... C(sp—-snp) C(so —sn)

A variancia da estimativa para krigagem simples é dada por:

oks = C(0) — ATco
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Exemplo

Considere a figura (lado esquerdo) e a tabela abaixo (lado direito)

indice X Y  Medicoes
. 1 10 20 40

2 30 280 130

3 250 130 90

4 360 120 160

~o
Bew

2

]

°Ee=

0

100 200 300 400

Assuma que o atributo em estudo tem uma média de 110 e uma funcdo de
covaridncia C(h) = 2000exp( - ﬁ) Se o ponto a ser estimado é
xo = (180,120). Calcule os peso e o valor do atributo para o ponto n3o
amostrado.
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Cont.

x=c(10,30,250,360,180)
y=c(20,280,130,120,120)
XY=as.matrix(cbind(x,y))
dist=matrix(data=NA, nrow=5,ncol=5)

for(i in 1:5)9{
for(j in 1:5){
dist[i,jl=sqrt ((XY[i,11-XY[j,1]1)"2+(XY[i,2]-XY[j,2]1)"2)
}
}

Cov=matrix(data=NA, nrow=5,ncol=5)
for(i in 1:5){
for(j in 1:5){
Cov[i,j]1=2000*exp(-dist[i,j]/250)

}

Covi=Cov[1:4,1:4]
Cov0=Cov[1:4,5]

Cov0=t (Cov0)
w=solve(Cov1)%*t (Cov0)
W

VVVVVYV++++VVV++++VVYVYVY

[,1]
[1,] 0.184679065
[2,] 0.128482048
[3,]1 0.645838236
[4,] -0.001128155

>
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krigagem Universal

— A Krigagem Ordinéaria, assim como, a Krigagem simples assumem que a média
do processo no campo aleatério é contaste.

— Na pratica, campos ambientais e geoldgicos muitas vezes apresentam valores
médios n3o constantes (a média do processo n3o é constante em todo espaco
aleatério).

Z(x) = u(s) + ()

onde, u(s) é uma funcdo que depende da localizag3o (s), e €(s) é um processo
estacionério de segunda ordem (com média zero).
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krigagem Universal

A componente p(s) caracteriza a tendéncia do processo (e designa-se por drift).
Suponha que p(s) pode ser representado como uma combinac3o linear de funcdes
conhecidas {fi(s),/ =1,--- , k}, com coeficientes desconhecidos {a}

k
w(s) =Y arfi(s)
I=1

A média do processo bem como a covaridncia podem ser expressas da seguinte
forma:

E[Z(s)] = Z aifi(s)
=1

E{[Z(s1) — u(s)l[(Z(2) = u(s2)]} = E[e(s1)e(s2)] = C(s1 — =)
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krigagem Universal

Tal como a Krigagem Ordinéria, a Krigagem Universal também é um interpolador
que resulta da combinacao linear das observacBes circundantes ao local a ser
estimado,

Z*(So) = Z )\,‘Z(S,')

onde \; é escolhido de tal maneira que o estimador seja n3o enviesado e erro
de estimacdo seja minimo. O estimador serd n3o enviesado, se e somente se,

E[Z*(s)] = E[Z(s0)], ou

k n

Z Xip(si) = p(so) = Z a Z Aifi(si) = Z afi(so)
i=1 1=0 1=0

i=1

O interpolador sé serd n3o-enviesado, se e somente se, Y., A\ifi(s;) = fi(so).
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krigagem Universal

A variancia para este interpolador pode ser dada por:

oru(x0) = E{[Z"(50) — Z(0)*} = ZZA/\ C(si,sj) — 2ZAC (si,s0)+ C(0) (1)

i=1 j=1

Esta expressio deve ser minimizada sob a condicdo de n3o-enviesamento
S Aifi(si) = fi(so). isto pode ser feito usando multiplicador de Lagrange, que
ird resultar no seguinte sistema de equacdes:

n k
Z)\J-C(s,-fsj)fZa/f,(s,-): C(si—so), i=1,2,..,n
j:nl 1=0 )
Z)\if/(si):fl(so)7 /:071727"' 7k

i=1
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Krigagem Indicatriz

A krigagem indicatriz consiste na aplicacdo da krigagem ordinaria numa variavel
transformada, isto é, uma variavel resultante da aplicacdo da funcdo n3o linear:

I(s, 27) 1, se Z(s)<zr
y Z =
7 0, se Z(s)> zr,

tal que

P(I(s,zr) = 1) = P(Z(s) < z1) = Fz(s)(2z7)
P(I(S,ZT) = 0) = P(Z(S) > ZT) =1- FZ(s)(ZT)
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Cont.

Se assumirmos que a variavel regionalizada em estudo é estacionaria de segunda
ordem, ent3o, tem-se:

E(I(s, 1)) = Fz()(27) (3)

V(I(s, 1)) = Fz(5)(27)(1 —z(5) (27)) (4)

Cor(h) = E(I(s, z1)I(s + h,z7)) — E(I(s, z1))E(I(s + h, zT))
= P(I(s,zr)I(s+ h,zr) =1) = P(I(s,zr) = 1)P(I(s + h,zr) = 1) (5)
= Fz(s),2(+n)(27) = (Fz(s)(27))?
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Cont.

A relacdo entre o variograma e covariograma fica definido da seguinte forma

v(h) = G+ (0) — G (h)
= V(I(s0, z7)) — C;r(h, 27) (6)
= Fz(s)(z1) = Fz(5),2(s+h)(2T)

A interpolacdo por krigagem ordindrio para uma variavel regionalizada indicadora
é dada por :

I(so0, zT) E Nil(si, zT)

Os \; sdo obtidos seguindo o mesmo procedimento da krigagem ordinaria

A krigagem indicatriz requer variograma da variavel indicadora para cada teor de
corte
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Krigagem indicatriz - variancia da estimativa

V(I*(s,z7)) = I"(s, z7)(1 — I"(s, z7))
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