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Intervalo de Confianca: Motivacao

m Os estimadores pontuais fornecem como estimativa um (nico valor numérico
para o parametro de interesse, mas n3o fornecem qualquer informac3o sobre a
precisdo e a confiabilidade dessa estimativa;

m Ou seja, ndo se sabe qudo préximo a estimativa pode estar do verdadeiro valor
do pardmetro.

m Uma alternativa para apresentar um unico valor para o parametro é calcula-lo
e estabelecer um intervalo completo de valores plausiveis;

m Ou seja, uma estimativa de intervalo ou “Intervalo de confian¢a” (IC)
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Intervalo de Confianca

m Intervalo de Confianga (IC) fornece uma estimativa mais informativa para o
parametro de interesse, que inclui uma medida de precisao do valor obtido;

N

m O IC incorpora, a estimativa pontual do pardmetro, informacdo a respeito da
variabilidade do estimador.

m Os IC s3o obtidos através da distribuicdo amostral de seus estimadores;

m Aqui, serdo abordados IC para média (1) e para proporcdo (p) da populacio.
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IC para i de uma populacdo Normal, com o2 conhecida

m Para construir IC para (i, recorremos as proposicSes sobre distribuicdo amostral
da média, X.

m Considere uma amostra aleatéria de tamanho n, Xi, Xo,...,X,, de uma
distribuicdo normal com média y e variancia o2. Entdo
2
< o X
X~ N <u7 ) , Padronizando o X, Z=>—" ~ N(0,1)
n a
n
Observacdes:

m Sabe-se que o conhecimento do centro da populacdo precede tipicamente
informacdes relacionadas a dispersao.

m Significa que, se o valor de u é desconhecido, é improvavel que o valor de o
esteja disponivel

m OUu seja, a suposicio sobre o conhecimento de 02 aqui adoptada n3o razoavel.
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IC para i de uma populacdo Normal, com o2 conhecida

Procedimento para a construcdo do IC:

i) Consideramos uma amostra aleatdria de n elementos;
ii) Calculamos a média amostral Xx.

-

)
iii) Calculamos o desvio padrdo da média amostral: o5z = NG
)

iv) Fixamos o nivel de significancia «, e com ele determina-se z_g, tal que

P(|Z| < 21_%) = P(—Zl_% <Z< Zl_%) =1—-«
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IC para i de uma populacdo Normal, com o2 conhecida

curva o

¢
l - Arca sombreada = /2

O valor de z;—g pode ser obtido da tabela Normal padrdo. Assim

X —

P(zl_<2x<Z<zl_c2x):P<zl_czv< UM<21_05>:1—04

P(le_f<u<x+zl_f) =1—-«

Assim, o IC para p com nivel de confianca 1 — « é dado por:

IC(p, (1 —a)%) =

X+ z_g

[X‘Zl FUn f}
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Interpretacao do IC

m Sabe-se que, antes que uma amostra seja colectada, X é uma v.a. e, por tanto,
o IC obtido também é aleatério;

m Nesse caso, a probabilidade de que IC contenha o verdadeiro valor de p é dada
porl—a«

m No entanto, ao colectar a amostra, X torna-se X,ps, € como conhecemos o, n e
z1_g, o |C passa a ser numérico;

m Ou seja, 0 IC n3o é aleatdrio e i é constante (desconhecido), de modo que seria
errado afirmar P(u € IC(p, (1 — )%)) =1 — o

m Com intervalo construido, p pode estar dentro dele ou ndo. N3o ha mais
qualquer probabilidade envolvida.

m A interpretacdo conveniente do IC é baseada na frequéncia relativa (abordagem
frequencista)

m Dizer que um evento A = p € IC(i, (1 — a)%) tem probabilidade de 0,95
significa dizer que, se o experimento no qual A é definido for repetido vérias
vezes, em longo prazo, A ocorrerd 95% das vezes.
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Interpretacao do IC

Interpretacdo do IC: Se obtivermos varias amostras de mesmo tamanho n e, para
cada uma delas, calcularmos os correspondentes IC com nivel de confianca de
(1 — @)%, esperamos que a proporcdo de intervalos que contenham o verdadeiro
valor de p sejaigual a 1 — o
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Docente: Rachid Muleia (DGEO/UEM) Estatistica Aplicada a Recursos Hidricos Ano lectivo: 2023 8/22



Interpretacao do IC

. . -
m A amplitude do IC é igual a 221_%%
g ﬁ é designado o erro de estimacao.

= Quanto maior o valor de z;_g¢ maior é a amplitude do IC.

m Se imaginarmos a amplitude do IC como a especificacdo de sua precisdo ou
acuracia, entdo seu nivel de confianca (a confiabilidade) estard inversamente
relacionado a sua precisao;

m O IC com maior grau de certeza em relacdo ao valor da média pode ser impreciso
quando seus limites extremos estiverem muito distantes;

m Por outro lado, se desejamos tornar um IC menor sem reduzir o nivel de
confianca, precisamos seleccionar amostra maior;

m Conforme o tamanho n da amostra aumenta, o erro padrdo o/y/n diminui, o
que resulta em IC mais estreito (preciso).

Docente: Rachid Muleia (DGEO/UEM) Estatistica Aplicada a Recursos Hidricos Ano lectivo: 2023 9/22



Construcao de um IC

Exemplo 1: Suponha que a altura de atletas que praticam um certo tipo de
modalidade siga o modelo normal com média p desconhecida e varidncia igual a
0,01 m?. Uma amostra de 10 atletas foi sorteada e forneceu média de 1,69 m.
Determine um intervalo de 95% de confianca para o verdadeiro valor da média .
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Construcao de um IC

Exemplo 1: Suponha que a altura de atletas que praticam um certo tipo de
modalidade siga o modelo normal com média p desconhecida e varidncia igual a
0,01 m?. Uma amostra de 10 atletas foi sorteada e forneceu média de 1,69 m.
Determine um intervalo de 95% de confianca para o verdadeiro valor da média .

Resposta: Seja X; “Altura do atleta /". Como X; ~ N(u,0,01) =
X ~ N (u, Oigl). Para a = 0,05, tem-se z;_g = 1,96. Logo o intervalo de
confianca de 95% para u é

0,01 0,01
IC(11, 95%) = [1,69—1,96\/ T ©1,69 + 1,961/ T ]

=[1,63;1,75]. m

Interpretacdo: Se extrairmos 100 amostras, cada uma com 10 animais, e para cada
uma delas, construirmos IC de 95%, aplicando o mesmo procedimento, espera-se
que 95 desses intervalos contenham o verdadeiro valor da média 1 .
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Construcao de um IC

Exemplo 2: Um provedor de acesso a Internet estd a monitorar a duracao do tempo
das conexdes de seus clientes, com o objectivo de dimensionar seus equipamentos.
S3o desconhecidas a média e a distribuicdo de probabilidade desse tempo, mas o
desvio padr3o, por analogia a outros servicos, é considerado igual v/50 a minutos.
Uma amostra de 500 conexdes resultou num valor médio observado de 25 minutos.
O que dizer da verdadeira média, com confianca 95%7?
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Construcao de um IC

Exemplo 2: Um provedor de acesso a Internet estd a monitorar a duracao do tempo
das conexdes de seus clientes, com o objectivo de dimensionar seus equipamentos.
S3o desconhecidas a média e a distribuicdo de probabilidade desse tempo, mas o
desvio padr3o, por analogia a outros servicos, é considerado igual v/50 a minutos.
Uma amostra de 500 conexdes resultou num valor médio observado de 25 minutos.
O que dizer da verdadeira média, com confianca 95%?7?

Resposta: Seja X; “O tempo de duracdo da conexdo i". A distribuicio de X é
desconhecida. No entanto, como n = 500, tamanho da amostra, é relativamente
grande, ent3o é razoavel aplicar o Teorema Central do Limite. Portanto,

X ~ N (p,2%). Para (1 — )% =95, z1_s = 1,96. Entdo

50 50
0 _ _ .
IC(11,95%) = lzs 1,96\/500,25+1,96\/500]

=[24,38;25,62]. m

Docente: Rachid Muleia (DGEO/UEM) Estatistica Aplicada a Recursos Hidricos Ano lectivo: 2023 11/22



|C para amostras grandes

m Na pratica consideramos uma amostra grande quando n > 30

m Aqui, o objectivo é construir IC para pardmetros de populacdes ndo normais,
com distribuicdes aproximadamente normais, ou entdo de populacées normais
com variancias desconhecidas

IC para proporcdo da populacio p

Seja p a proporcido de “'sucessos’ de uma populacdo em que sucesso identifica

individuo ou objecto que tenha uma caracteristica especificada. Uma amostra

aleatéria de n individuos serd seleccionada e X serd o nimero de sucessos na
amostra.

m Nesse caso, sabe-se que, X ~ Bin(n, p), onde E(X) = np e ox = y/np(1 — p)

m Além disso, se n for “suficientemente grande”, se ambos np e n(1 — p) forem
maiores ou iguais a 5 (algumas pessoas acreditam na condicdo mais
conservadora:np > 10 e n(1 — p) > 10), X possui aproximadamente uma
distribuicdo normal.
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|C para proporcao da populacao

Sabe-se que o estimador natural de p é p =
multiplicado pela constante 1/n, entdo
aproximadamente normal com

Uma vez que p é apenas X

X
o
p também tem distribuicdo

E(p) =€ (1X) = ;EX) = Top =

R 1 1 p(1—p)
Var(p) =Var (nX) = ﬁVar(X) =—
Logo p = N (p, p(— P)) e B2 = N(0,1).

Pl—-z-3 < __PZP <zi_g | =1-ow
p(l—p)/n

O IC para p é ent3o dado por:

IC(p, (1 — a)%) = [—21_\/>p+21_\/7]

ondeg=1-p
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|C para proporcao da populacao

Exemplo 3: Considere a sobrevivéncia de cinco anos entre os pacientes
diagnosticados com cancro nos pulmd&es. A proporcdo média de individuos que
sobrevive é p = 0, 10; o desvio padrdo é \/p(1 — p) =+/0,10-0,90 = 0,30. Se
seleccionarmos amostras repetidas de tamanho 50 dessa populacdo, que fraccdo
terd proporcdo amostral p = 0,20 ou mais?
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|C para proporcao da populacao

Exemplo 3: Considere a sobrevivéncia de cinco anos entre os pacientes
diagnosticados com cancro nos pulmd&es. A proporcdo média de individuos que
sobrevive é p = 0, 10; o desvio padrdo é \/p(1 — p) =+/0,10-0,90 = 0,30. Se
seleccionarmos amostras repetidas de tamanho 50 dessa populacdo, que fraccdo
terd proporcdo amostral p = 0,20 ou mais?

Resposta: Uma vez que np = 50(0,10) = 5 e n(1 — p) = 50(0,90) = 45, com
esse tamanho da amostra, é razoavel aplicar o TCL, ou seja,

u(p B e zm Bt

p=0,10 e \/p(1 — p)/n=+/0,10(0,9)/50 = 0,0424. Portanto

12

p

0,20 — 0,10
0,0424
=1 —&(2,36) = 0,009

P(p > 0,20) =P (Z > > = P(Z > 2,36)

Somente cerca de 0,9% das amostras terd uma proporcio amostral de 0,20 ou

malis.
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|C para proporcao da populacao

Exemplo 4: Para se estimar a percentagem de alunos de um curso favoraveis a
modificacdo do curriculo escolar, tomou-se uma amostra de 100 alunos, dos quais
80 foram favoraveis.

i) Construa um IC para a proporcédo de todos os alunos do curso favoraveis a
modificacdo ao nivel nivel de significAncia 4%.

i) Qual o valor do erro de estimacdo cometido em a)?
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|C para proporcao da populacao

Exemplo 4: Para se estimar a percentagem de alunos de um curso favoraveis a
modificacdo do curriculo escolar, tomou-se uma amostra de 100 alunos, dos quais

80 foram favoraveis.

i) Construa um IC para a proporcédo de todos os alunos do curso favoraveis a

modificacdo ao nivel nivel de significAncia 4%.

i) Qual o valor do erro de estimacdo cometido em a)?
Resolucdo: Seja X: “n® de alunos favordveis a modificacdo”; x = 80; o = 4%;

X 80 a
P—E—T()O—O,80eq—0,2o

5§ [0,80-0,20
RISV R Y L L Y
b n 100 ’

Como a = 0,04, entdo z;_¢ = 2,05
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|C para proporcao da populacao

Resolucao Exemplo 4:
i) IC para a proporcdo ao nivel nivel de significincia 4%:

IC(p,96%) =[0,8 — 2,05 - 0,04; 0,8 + 2,05 - 0, 04]
=[0,7180; 0, 882]
=[71,80%; 88, 2%]

i) O valor do erro de estimacdo cometido em a):

p—p e
—>21_% = — .'.6221_% *Op
Op Op

e=2,05-0,04=0,082 ..e=8,2%

21_% =
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|C para proporcao da populacao

Exemplo 5: Considere a distribuicio de sobrevivéncia de cinco anos para os
individuos abaixo dos 40 anos diagnosticados com céncro nos pulmdes. Essa
distribuicao tem média da populacao p desconhecida. Em uma amostra
aleatoriamente seleccionada de 52 pacientes, somente seis sobreviveram cinco
anos. Construa o IC para p ao nivel de confianca de 95%.
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|C para proporcao da populacao

Exemplo 5: Considere a distribuicio de sobrevivéncia de cinco anos para os
individuos abaixo dos 40 anos diagnosticados com céncro nos pulmdes. Essa
distribuicao tem média da populacao p desconhecida. Em uma amostra
aleatoriamente seleccionada de 52 pacientes, somente seis sobreviveram cinco
anos. Construa o IC para p ao nivel de confianca de 95%.

Resolucdo: Seja X: “n? de pacientes que sobreviveram cinco anos”; x = 6;
a =5%; 6
X
—=—=0,115e g = 0,885

n 52 q

Como np = 52(0,115) = 6,0 e n(1 — p) = 52(0,885) = 46,0, justifica o uso da

aproximacao normal. Portanto op = 1/% = 0,044,

IC(p,95%) =[0,115 — 1,96 - 0,044; 0,115 + 1,96 - 0, 044]
=[0,028; 0,202] = [2, 80%; 20, 20%]

ﬁ:

Estamos 95% confiantes de que esse intervalo contenha a proporcio verdadeira
dos individuos que sobrevivem cinco anos.
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|C para i+ de uma populaciao Normal, com o~ desconhecida

Consideramos uma situacdo em que a populacdo de interesse é normal com p e
(varidncia amostral) se aproxima

o2 desconhecidos,
m Se n for suficientemente grande (n > 30)

bastante de o2. Nesse caso, a v.a
X—u

s/v/n
possui aproximadamente uma distribuicdo normal padr3o. Isso implica que

s
szl_, X+21_,—
f ?y/n

1C(p, (1 = a)%) =
Essa férmula é vélida independentemente do formato da distribuicao da

populacio.
18/22
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IC para i de uma populacdo Normal, com ¢? desconhecida

m Quando n é pequeno (n < 30), a razdo f/;\/‘% n3o tem distribuicio normal

padrdo, pois além da v.a. X no numerador, ha também variabilidade de s no
denominador, de modo que a distribuicao de probabilidade dessa razao é mais
dispersa que a normal padrio.
m Nesse caso, a v.a. _
X—p
~s/y/n
possui uma distribuicdo t de Student com n — 1 graus de liberdade (gl).
Denotamos essa representacdo por t,_j.
Principais propriedades das distribuicdes t de Student
Seja t,—1 a curva da func3o densidade associada a n— 1 gl: a curva t,_; é
simétrica e estd centrada em p = 0; toda curva t,_; é mais dispersa que a curva
normal padrdo (z); a medida que n—1 — oo, a dispersdo da t,_; correspondente
diminui; a medida que n — 1 — o0, a sequéncia das curvas t,_1 se aproxima da

curva N(0,1)

t
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IC para i de uma populacdo Normal, com ¢? desconhecida

Grafico comparativo entre a distribuicdo t a Z:

zZ

u

Uso da tabela para a obtenc3do de valores criticos para a distribuicdo t, denotados

por tn—l,a-
/ Curvar,
|
/EV\KArea sombreada = «
|

0 ¢

—_ -

o,V
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IC para i de uma populacdo Normal, com ¢? desconhecida

Exemplo: Dados ne a = 5% — P(t > t,,_17%) = 0,05.

n=15,49 e 121.

(=]

13
14
15

120

0,10

1,078
1. 886
1,350
1,345
1,341
1.299
1.296
1,289
1,282

0,05

6,314
2920
1,771
1.761
1.753
1.6T6
1671
1.658
1643

0,025

12,7046
4,303
2 1600
2145
2131
2.009
2,000
1,980
1,960

0,01

31,821

6,965
2,650
2,624
2,602
2,403
2,390
2,358
2,326

Encontre th—1,2 para

0,005

63,657

9,925
3012
297
297
2678
2,660
2617
2576

Resposta: t14,0,025 = 2, 145; t50,0,005 = 2,009; t120,0,005 = 1, 980.
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IC para i de uma populacdo Normal, com ¢? desconhecida

Exemplo: Uma amostra constituida de 12 medidas de tens3o de ruptura de um fio
de algod3o apresentou média de 7,38 kg e desvio padrdo de 1,24 kg. Determinar
os intervalos de confianca de 95% e 99% para a média da populacio.
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IC para i de uma populacdo Normal, com ¢? desconhecida

Exemplo: Uma amostra constituida de 12 medidas de tens3o de ruptura de um fio
de algod3o apresentou média de 7,38 kg e desvio padrdo de 1,24 kg. Determinar

os intervalos de confianca de 95% e 99% para a média da populacio.
- S —

Resposta:n = 12, X = 7,38 kg, s = 1,24 kg, entdo sz = — = % =

0, 358; g/ =12-1=11,; tn;% = t11;07025 = 2,201, t11;07005 = 37 106.

Os intervalos de confianca sdo definidos da seguinte forma
1C(p,95%) =[7,38 — 2,201 - 0,358;7,38 + 2,201 - 0, 358]
=[6,592; 8, 168]
1C(1,99%) =[7,38 — 3,106 - 0, 358; 7,38 + 3,106 - 0, 358]
=6, 268; 8, 492]
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